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Raumgruppensymmettie und Berechnungsmethoden 
der Kristallstrukturlehre 
Von ALFRED NiccLt und Paut NIGGctt, Ziirich') 


II. Teil?) 


4. Die Strukturfaktoren, Auswahlregeln und die Fourier -Analyse 
zur Elektronendichtebestimmung 


Wie eingangs erwahnt, stellt die Kristallstrukturlehre zunachst zwei Auf- 
gaben: 
1. Um den geometrischen Beitrag zu bestimmen, den eine durch die Elemen- 
tarbasis gegebene Teilchenmannigfaltigkeit an die Intensitat der einer Netz- 
ebene (hk/) zugeordneten Réntgeninterferenzen leistet, hat man den gesamten 
Strukturvektor B nach folgendem Verfahren zu ermitteln: 


rs 
a Pee 
Bary = DIOR EG Ta el (1) 
q=l 


Die Summation erstreckt sich tiber alle Z konstituierenden Teilchen; yu, ist das 
Streuvermogen eines herausgegriffenen Teilchens mit den Koordinaten x4, Vg, 2q- 
Die (hkl) brauchen keine primitiven Tripel mehr zu bilden, denn ein gemein- 
samer Faktor m driickt die Reflexion m-ter Ordnung an (h/) des primitiven 
Indizestripels aus. 

2. Zur Berechnung der Elektronendichte in einem Punkt xyz des Elementar- 
parallelepipeds dient die Formel 


Oxyz ye = oy S oy Fury & ee eaea ; (2) 


oon hes 


E ist das Volumen des Elementarparallelepipeds. Man hat iiber alle (hk/), die 
wiederum keine primitiven Tripel zu sein brauchen, zu summieren. Die Ampli- 
tuden Fy; der an (hki) reflektierten Strahlung stehen in Beziehung zur Be- 
lastung eines Elementarparallelogramms mit Elektronen ; wie eingangs bemerkt, 
lassen sie sich wegen der Zentrosymmetrie der Effekte in zwei Anteile Aj,;) 
und Bj, aufspalten, wobei 


ge. eT AG aD cos2n (hx + ky +12) + Bagy sind ghee) 


1) Mineralogisch-Petrographisches Institut der ETH. 
2) Erster Teil der Arbeit siehe ZAMP 2, Fasc. 4, 217 (1951). 


ese 
“ . 
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gilt. Einsetzen in (2) ergibt 


Ory2 = z se i is cos2a (hx + ky + Lz) 


h=—co k=-co l=-c 


+ Bary sin2 a (hx + ky + 12). 


Indem man vorerst die Punkt- oder Flachenmannigfaltigkeit in Formen zu- 
sammenfaBt, erhalt man fiir (1) 


aay = DD prgeninree astta a) 


Darin erstreckt sich die erste Summation iiber alle ® verschiedenen Gitter- 
komplexe (Formen f), die zweite iiber alle »; zu einem Gitterkomplex gehé- 
rigen Basispunkte. Auf einfach primitive Zelle bezogen ist die Anzahl n der 
Basispunkte eines Gitterkomplexes bei allgemeiner Punktlage gleich der Ord- 
nung N; bei speziellen Punktlagen wird sie N/a@,, N/@s, ... mit den @,; als 
Wertigkeiten der Punktlagen. Es mégen sich an der Basis gy Gitterkomplexe 
mit N Punkten und je gy; Gitterkomplexe mit N/m, Punkten beteiligen, wobei 
natiirlich m+ 9, +--:= @ ist. Dann wird die Gesamtzahl der Basispunkte 


N N 
ZN Poche Pra eis eae 


Das Streuvermégen yu ist, wenn nicht gerade ein Substitutionsmischkristall vor- 
liegt, fiir alle Punkte eines Gitterkomplexes dasselbe, so daB jetzt héchstens ® 
verschiedene y-Werte auftreten. 

Analog wird bei der Formenaufspaltung (2) zu 

1 Dp nF 
Crys = [Atay cos2 7 (hg x + kay + 1,2) | (2') 
+ Barn, Sin2a (hax + kay +t 1,2)], 
wobei nun die verschiedenen Formen <(k/)> mit / numeriert sind und die ny, 
die zugehérigen Flachenzahlen bedeuten. Damit wird iiber alle reflexionsfahi- 
gen Netzebenen (hkl) summiert. 

Der Vorteil dieses Summationsverfahrens besteht darin, daB bei gegebener 
Symmetrie die GesetzmaBigkeiten, die fiir die Formen (Gitterkomplexe oder 
Netzebenenscharenkomplexe) aus den Charakterentafeln ersichtlich sind, zu 
Vereinfachungen fiihren. Sind Formen allgemeiner Lage vorhanden (q, > 0), 
so gelten fiir die Gesamtheit nur die auf diese allgemeinen Formen beziiglichen 
Gesetze. Ist dagegen gy = 0, so kénnen zusdtzliche Regeln auftreten, die oft eine 
Vieldeutigkeit in der Symmetriezuordnung zur Folge haben; diese Falle sind 
aber von E. BRANDENBERGER und P. NiGGLI') schon vollstandig tabuliert. 


1) E, BRANDENBERGER und P, Nicci, Internationale Tabellen zur Bestimmung von Kristall~ 
strukturen, Bd. I (Berlin, 1935). 
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Fiir einen allgemeinen Uberblick geniigt es, die fiir Formen allgemeiner Lage 
gultigen Gesetze anzugeben, und zwar fiir eine allgemeine Form, da die Sym- 
metrieeigenschaften bei der Summation tiber mehrere Formen erhalten bleiben 
und sich zusatzliche Aussagen iiber spezielle Formen durch Einsetzen der 
Spezialwerte von selbst ergeben. Es sollen nur die GesetzmaBigkeiten beriick- 
sichtigt werden, die sich auf den geometrischen Anteil beziehen; dieser geome- 
trische Anteil findet sich bei der Summation iiber eine Form <xyz> oder 
Kirt)» un Glied ¢27***+hy+ta). 


a) Summation tiber die Punktlagen 


Zunachst werde das Gleichungssystem (1) bzw. (1’) betrachtet. (Akl) wird 
konstant gehalten, und es ist der Beitrag zu untersuchen, den ein Gitterkomplex 
<x yz> allgemeiner Lage in Abhangigkeit von der Raumgruppensymmetrie bzw. 
Charakterentafel an den geometrischen Anteil leistet. Das geschieht durch Auf- 
spaltung des Strukturvektors in einen durch cos 2 a (hx + ky + 12) bestimmten 
A-Anteil und einen durch sin 2a (hx + ky + lz) bestimmten B-Anteil, wobei 
in beiden Fallen alle zu xyz gleichwertigen Koordinatentripel einzusetzen sind. 
Die so fiir eine allgemeine Form entstehenden A- und B-Anteile bilden den 

- Strukturfaktor des Gitterkomplexes. 

Fiir x yz als Ausgangspunkt erhalt man auf diese Weise cos 2 2 (hx+ky+/z) 
= Ay — a4 — 4, — a, und sin 2m (hx + ky +12) = —by + 5, + B, + bg. Die Be- 
deutung der GréBen dp, a1, ay, a3 und Bp, 44, bo, bs geht aus der einer Charakteren- 
tafel analogen Darstellung Figur 14 hervor. 


cos2mhx © cosanky e cos2nlz = ff 


sin2mky Sin271 2 =a 


cos2mky cos2mlz = b, 


Sin 29hx Sinem 2: ms a, 
[G] cos2mhx Cos2m/z = b, 
Sin 2Mhx Sin 2mTky =s50; 
cos 2mhx cos2mky = b, 
Sinamhx © sin2awky © sinanlz = b, 


Fig. 14 
Bedeutung der a- und b-GroBen. 
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In symmorphen einfachen Raumgruppen gehéren zu einem Gitterkomplex 
entweder nur Koordinatentripel mit verschiedenen Vorzeichen (G-Tafeln), oder — 
zugleich solche mit Vertauschungen (andere Tafeln). Im ersten Falle andern 
sich nur die Vorzeichen der a- oder b-Werte (wegen der Sinusglieder), im zweiten 
Falle auch die Art der Produkte aus Indizes und Koordinaten. So wiirde etwa 
fiir die Kopfzeile der Tafel K der Wert ay[K] zu cos2ahy-cos2akx -cos 2 wz. 
a,[K], a [K], a3 [K], bo LK], 0, LK], 5, LK] und 6,[K] erhalt man daraus, wenn 
man auf a,[K] den gleichen Algorithmus ausiibt wie in Figur 14 auf a, [G]. 


Strukturfaktor 
Tabelle Tabelle 8 
o% o; 
ay a, 
a, a, 
b, B, 
B, b, 
t ‘ 
1, ~ 
° o 


Vorzeichen wie oben: 
A-Anteil fiir P; = (0 mod 2)/2 B-Anteil fiir P; = (0 mod 2)/2 
B-Anteil fiir P. = (1 mod 4)/4 A-Anteil fiir P. = (3 mod 4)/4 


Alle Vorzeichen umgekehrt: 
A-Anteil fiir P, = (1 mod 2)/2 B-Anteil fiir P, = (1 mod 2)/2 


B-Anteil fir P, = (3 mod 4) /4 A-Anteil fiir P, = (1 mod 4)/4 


Fig. 15 


Berechnung des Strukturfaktors 


Fir die den Deckoperationen von D,, entsprechenden Zeilen der Grund- 
tafel G (ohne Zusatztranslationen) ergeben sich die zwei Tafeln {2 und 8B im 
oberen Teil der Figur 15, wobei es sich um Summenglieder handelt, so daB 
beispielsweise fiir o% 


ay—4—a—a, und —b)4+0,+8,4 8, 
resultiert. 

Indem man die Zeilen addiert, die nach Tabelle 2 den Symmetrieoperationen 
einer symmorphen Raumgruppe entsprechen, erhalt man fiir einen allgemeinen 
Gitterkomplex den A- und B-Anteil. Wegen der verschiedenen Vorzeichen 
heben sich dabei manche Glieder weg, und die Strukturfaktoren vereinfachen 
sich wesentlich. Sie lauten in der iiblichen Aufstellung fiir die hypokubischen 
bis kubischen symmorphen Raumgruppen mit einfach primitivem Elementar- 
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parallelepiped entsprechend der Tabelle 4, die erstmals den Zusammenhang 
zwischen allen Strukturfaktoren dieser Raumgruppen offenbart. Diese Bei- 
spiele sprechen fiir die ZweckmaBigkeit des neuen Summationsverfahrens. 


Tabelle 4 
Die Stvukturfaktoren der einfachen symmorphen Raumgruppen der hypokubischen Syngonie 
(ohne rhomboedrische ) 


g 
a A B 
a) 
fs) 
Z 
ikli il —b,) + 6, + 6, + bs) [G 
Triklin A : (a Sa as = a,) (GC (— bg + dy ‘ 2 + bs) [G] 
as 2 
Monoklin Gy | Z (— by + 55) [G] 
Cz, | 2 (ay — 4) [G] (b; + 63) [G] 
Gea 0 
Ortho- 1D MN a: — 6, [G] 
rhombisch | Cy, | 4 ay (G] b, [G] 
De 8 0 
Para- Cr | (— bp + bs) [4 + K] 
tetragonal | S, | 2-5 (@ — as) [G + K] (— 0, + 0,) [G — K] 
Coo kath 0 
Holo- IDs Ne ae | _ °o0 ar 2 
tetragonal | C, 4 3(G + & 
tel lie tocecth mn — mie xt 
Dyy,| 8 0 
Para- ae eaten = 6 [G+ G'+6"] 
G’+G 
kubisch AS aes J, ak 
ernags aie ce eas byIG + G’ G" eS RK") 
kubisch O 4 | a) (G+G’'+G"+ K+ K’+ Kk" —b)|G+G eee. + BK") 
OW 18 


Sind die Elementarparallelepipede mehrfach primitiv, so ist das Resultat 
mit einem weiteren Faktor zu multiplizieren, etwa 


inule (© iagule 2. Coe? Zige = —, 
: h+-k+l 
fiir J mit 2 cost@2n— eae 
k+l h+1 
fiir F mit 4cos?2a ee cos? 2% —{— cos?2m —7—. 


Fiir die trigonalen und hexagonalen symmorphen Raumgruppen, bezogen 
auf orthohexagonales Elementarparallelepiped und zugehorige Koordinaten- 
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werte, lauten die Strukturfaktoren entsprechend Tabelle 5, wobei, jedoch in 
allen diesen Fallen noch mit 2 cos? 2 [(h + k)/4] zu multiplizieren ist, da bei 
einfach hexagonaler Translationsgruppe das orthohexagonale Elementarparallel- 
epiped basisflachenzentriert ist. Bei rhomboedrischer Translationsgruppe 
kommt ein weiterer Faktor dazu. 


Tabelle 5 
Die Strukturfaktoren der trigonalen und hexagonalen (einfachen) symmorphen Raumgruppen 
& 
Fs A B 
& 
m4 
Para- Cz | 1 $5 n+ |(—bp +b, + bg4+ b5) [G+ H’+ H"] 
trigonal a. 2 oe, neue es aa ee 0 
Holo- De ee | (55+ b,) (G+ H’ + H") 
trigonal Czy | 2 (@ — 4,) (G+ H’+ H") (by + bg) (G + H’ + H") 
Dgq\ 4 { 0 
Para- Cy, | 2 | (b, + 6.) [(¢ + H’+ HA") 
hexagonal | C, | 2 (ay — ag) [(G + H’ + H"] (— by + 65) (G + H’ + H" 
oval eH f 0 
Holo- IOP Nis 6b, (6+ H’+ A") 
hexagonal | D, | 4 * 7 =~ b, (Ge fie ee 
Ce 4 | do [G + H a H i b, (G 4 H’ 3 H") 
Dey, | 8 0 


Die symmetriebedingten GesetzmaBigkeiten, welche die Zeilenauswahl in 
der Charakterentafel mit der Auswahl der Glieder im Strukturfaktor verkniip- 
fen, treten beim Vergleich der Tabellen 4 und 5 mit Tabelle 2 klar zutage. 

Liegt nun der Nullpunkt auf irgendeinem Symmetrieelement oder ist er um 
Viertel- oder Achtelwerte dagegen verschoben, oder hat man iiberhaupt die 
reduzierte Charakterentafel einer n¢chtsymmorphen Raumgruppe vor sich, so 
treten zu den x-, y- und z-Werten ZusatzgréBen hinzu, die den Charakteren ent- 
sprechen. Dann muB8 beispielsweise in der Zeile «, zur Bildung von a, das 
Produkt 

cos2ahx-sn2aky-sin2alz 
durch?) 


cos2ah-(% + Ty + VW)-sin2vk (y + Ty) - sin2a1 (z + Typ) 


ersetzt werden, zur Bildung von a, 


sn2ahx-cos2aky-sin2a lz 


1) Ist Ty, + Vy =/2,so kann man + - oder —-Zeichen verwenden; fiir Viertelwerte siehe als 
Beispiel die Figur 17. 
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durch 
sin2h (% + Ty,+ Vy)-cos2ak (y + Ty) -sin2a1 (2 + dis 


usw. So entsteht fiir jede Zeile der Charakterentafel eine neue Summe der a- 
bzw. b-Werte, die aber, solange die (T,; + V;) nur die Werte 0, 4, 4 oder 2 an- 
nehmen (wie das fiir Nullpunkte auf Symmetrieelementen immer der Fall ist), 
in einfacher Beziehung zur entsprechenden Summe ohne Zusatztranslationen 
steht. MaBgebend ist fiir jede Zeile der Charakterentafel nur die Summe aller 
mit den zugehorigen Flichenindizes multiplizierten Zusatzgréfen, also zum Bei- 
spiel fiir x, der Ausdruck h(T,, + V,;) + k Tj, +1 T,3. Nennt man diese Summe 
f,, und entsprechend h T,, + k (Ti, + V) +1 (Tis + V3) = P,, allgemein die 
entsprechende Summe fiir eine beliebige Zeile P-, so gelten fiir den A-Anteil 
und 5-Anteil je nach der Teilbarkeit der P- die GesetzmaBigkeiten in der 
unteren Halfte der Figur 15. 

Im folgenden sollen die Kongruenzen nicht mehr durch ihre Moduli bezeich- 


net werden. In abgekiirzter Schreibweise wird jetzt O fiir 0,1, 2,...; 4 fiir 
oe --34 tur i, 3,4, -.. und 3 fiir?, 4, 4... gesetzt. Dann gilt: 


1. A=0O, wenn alle P; der Doppelzeilen zueinander in der Beziehung 
P,' > P,, wie 0 > 4 oder 4 > 0 oder 4 > } oder § > ? stehen. 

2b =) tir PP wie) — 0 oder4 — 4 oder 4 > 4 oder. —> 4. 

3. A=8a,,. fir alle P,; >P, wie 0>0, und A=—8a,, flr alle 
PB, —> P, wie 4 > 4; B = 8b, ftir P.. > P,, wie 0 > 4 usw. 

4. Wird ein vorhandenes Symmetriezentrum zum Nullpunkt gewahlt (redu- 
- zierte Charakterentafel), so erhalten wegen P-, = P;, die Beitrage beider Zeilen 
einer Doppelzeile an den A-Anteil gleiches, diejenigen an den B-Anteil entgegen- 
gesetztes Vorzeichen, und damit wird B = 0. Daraus ergeben sich die an ande- 
rer Stelle!) mitgeteilten einfachen Regeln zur Bildung der Strukturfaktoren, 
zum Beispiel fiir D, ,, folgenderweise: Bei einfachen Raumgruppen in reduzierter 
Darstellung ist 


A=8a=8cos22ahx -cos2aky-cos2za lz, 


und es muB an Stelle der Kosinuswerte der Sinuswert eingesetzt werden 


fiir cos2 2 hx, wenn P, 
fiir cos2 ky, wenn Pz, eine ungerade Anzahl von Halben ergibt. 


fiir cos2a1z, wenn P, 


Zugleich andert sich beim Auftreten von Sinuswerten das Vorzeichen. Da aus 
Symmetriegriinden stets nur zwei dieser drei P; die Bedingung dafiir erfiillen 
kénnen, wird 8 a, je nach den besonderen Verhiltnissen in — 8 ay, — 8 a, oder 
— 8 a, umgewandelt. 


1) P. Niceut, Acta crystallographica 2, 263 (1949); ZAMP 17, 71 (1950). 
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5. Bei mehrfach primitiven Elementarparallelepipeden kommen weitere 
Faktoren hinzu, wie sie S. 315 erwahnt worden sind. Es handelt sich dabei um 
cos? des Produktes aus 2 2/4 und einer bestimmten Summe von Indizes. Da die 
Indizes ganzzahlig sind, werden die Faktoren 0, wenn die Summe ungerade ist, 
und 1, wenn sie gerade ist. Im ersteren Falle verschwinden die ganzen Struktur- 
faktoren; das ergibt die auf der Translationsgruppe beruhenden integralen Aus- 
lischungsgesetze. 

6. Die Zeilen a, 8, und y, in G entsprechen Symmetrieebenen. Wird der 
Flachenindex auf der Hauptdiagonale gleich Null gesetzt, also (OR/) fiir x, 
(h01) fiir B, und (hkO) fiir y,, dann erhalt man die Flachen in der Zone senkrecht 
zu den Symmetrieebenen. Fiir die Bildung der P- in diesen Zonen kommen nur 
die s-Charaktere in Frage. Bezeichnet man die aus ihnen entstehenden Produkt- 
summen mit P,, so ergeben sich aus dem Verschwinden der Strukturfaktoren 
fiir bestimmte Werte von P, die zonalen Auslischungsgesetze, die sich also stets 
auf die sogenannten Leitzonen senkrecht zu Symmetrieebenen beziehen. Da die 
P, als Zusatzgr6Ben nur T;; enthalten, sind die zonalen Ausléschungsgesetze 
von der Wahl des Nullpunktes unabhangig; das erméglicht ihre schon 1919 ein- 
gefiithrte Verwendung als allgemeingiiltige Rawmgruppenkriterien') bei allge- 
meiner Punktlage und beliebiger Nullpunktswahl. Die Ausléschungsgesetze fiir 
Zonen senkrecht zu den Symmetrieebenen anderer Tafeln als von G ergeben 
sich unter Berticksichtigung der Zuordnung von Tabelle 3 in ahnlicher Weise. 

7. Bezeichnet man analog die nur durch die d-Charaktere bestimmten Pro- 
duktsummen als P,-Werte, so liefert das durch sie hervorgerufene Verschwin- 
den der Strukturfaktoren die sertalen Auslischungsgesetze fiir Ebenen senkrecht 
zu Schraubenachsen. Auch sie sind unabhangig von der Nullpunktswahl. 

Aus diesen Ausfiihrungen ist ersichtlich, daB sich fiir beliebige Raumgrup- 
pen die Strukturfaktoren und die integralen, zonalen und serialen Ausléschungs- 
gesetze fiir Gitterkomplexe allgemeiner Lage, sowie beim Einsetzen der beson- 
deren Koordinatenwerte auch fiir spezielle Gitterkomplexe, unmittelbar aus 
den Charakterentafeln ergeben. Das beruht nur darauf, da die Symmetrie der 
Raumgruppe durch die Tafeln vollstdndig beschrieben wird; die ZusatzgréBen 
bestimmen ja sowohl die P:-Werte als auch unmittelbar die Charaktere. 

Ist beispielsweise in der G-Tafel ein Charakter in der zweiten Spalte I, so 
bedeutet das, daB der zur betreffenden Zeile gehérige P.-Wert das Glied k/2 
enthalt usw. Man kann daher zu einer gegebenen Charakterentafel sofort die 
entsprechenden Teilglieder der P; herausschreiben, etwa die zu P; gehorigen 
links und die zu P, gehérigen rechts. P; ergibt sich dann aus der Summe der 
P,- und P,-Glieder. Zwei Beispiele mégen das erlautern. 


D3), bezogen auf einen Nullpunkt in D,, wird durch die Darstellung Figur 16 
beschrieben. 


1) P. Nicci, Geometrische Kristallographie des Diskontinuums (Leipzig 1919). 
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Der Strukturfaktor ergibt sich, wenn (+k) gerade ist, wie fir Ds, zu 
A=8cos2ahx-cos2aky-cos2alz, B=0. Fir (h+ k) ungerade wird 
dagegen A = 0, und B errechnet sich nach der Tabelle Figur 15 zu 


Gig) 24g 0; 1-0, + by 
Og | — 09 + 6, + by 4+ bg 
Ge Opt by = b, — bg 
Xs by + b, — by — b5 
Bi | — 9 — 6, + b, — bg 
sie — 0; + by — bs 
My 20g — 0, — 0, + 0, 
We by — by by + bs | 


In der nichtreduzierten G-Tafel werden die zonalen Ausléschungsgesetze 
durch die P,-Werte der Zeilen «, 61, y,, also P,,, und die serialen durch die 
P,-Werte der Zeilen «5, By, yz, also Pj,, bestimmt. Fiir D§, sind in der Zone 
(Ol) nur Ordnungen mit # gerade, in der Zone (A0/) solche mit /# gerade und 
in der Zone (ARO) solche mit (h + k) gerade vorhanden. Besondere seriale Aus- 
léschungen treten nicht auf. 


—8)=— 8smZnanx-sn2nxky-sn2alz. 


D5,* (Nulipunkt in D>) 


(ape 
1 1 if o, 

h 
2 os 
0 A 
2 

A 
2 B, 
fo) B, 
0 y, 
) y 
©) 

Fig. 16 


Charakterentafel und P-Werte fiir D3). 


Als zweites Beispiel soll die flachenzentrierte Raumgruppe Dz;, bezogen 
auf zwei verschiedene Nullpunkte, betrachtet werden. Wegen der Translations- 
gruppe F sind die Strukturfaktoren nur dann von N ull verschieden, wenn kein 
Glied des Faktors 


k+l h-+l 
4 cos? 22 : x ® cost 2x are cos® 2 7% —— 
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verschwindet, also nur dann, wenn entweder alle Indizes gerade oder alle un- 
gerade sind. Figur 17 zeigt die Charakteren- und Koordinatentafeln, und zwar 
unter I bezogen auf einen Nullpunkt im Symmetriezentrum, und unter II be- 
zogen auf einen Nullpunkt in D,. Man erkennt, daB die zweite Darstellung aus 


24 
D2 
ts I 
Nullpunkt in Ci Nullpunkt in D> 
Charakterentafel : Charakterentafel : 

f ; F 
o 
a, 
oa, 
B, 
or 
iF 
q 
2 
oO 
2 

Koordinatentafel : 
F 
a d 
x y z 


° a|> 


So =|~ 


+14 y+ 7+l/ 


Fig. 17 


Charakteren- andl Koordinatentafeln fiir D3, bezogen auf zwei verschiedene Nullpunkte. 


der oe hervorgeht, wenn man entsprechend sad NUDED 
um j, gg ZU allen negativen Koordinatenwerten 2-4 =} ; hinzufiigt. 

In den Koordinatentafeln ist an Stelle von } ce ingeardenses der Wert 
? = ++ 1 geschrieben. Aus den Charakterentafeln lassen sich nun die P,-Werte 
in Abhangigkeit vom Bau der Indizestripel angeben; sie sind fiir beide Aufstel- 
lungen in Tabelle 6 zusammengestellt, wobei wieder 1 fiir 1 (mod 4) usw. steht. 

Setzt man die P,-Werte in die Tabellen der Figur 15 ein und addiert die 
einzelnen Glieder, so erhalt man fiir die verschiedenen Typen von (hkl) fol- 
gende Strukturfaktoren: 
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Aufstellung I 


Typus a und b: A=4(—4a,—44a,—44a,—4a4,), B=0; 
Typus ¢ und d: A=4(4a,—44,—4a,4+ 44s), BO: 
Typus e und f: A=4 (4a,—4a,+4a,— 44s), Bz 0: 
Typus g und h: A=4(4a,+4a,—4a,—44a,), B= 0; 
Typus 7 und k: A = 48 a, B=0; 
Typus J und m: A = 4 (— 8a,), B= 0; 
Typus 7 und o: A =4 (— 8 a), B= (0; 
Typus # und g: A = 4 (— 8a,), B= 0 
Tabelle 6 
Alslaisialalalalalaiaiailalalale 
E re ap) ise) ‘al Lal isp) Tet (9p) Q bo xt Rr en | st R x 
Indizesbau allgem. 4al/al/Alalalalal/SelRiatlalH+l[slial/ali=s 
S/Slo|SlajajalalRjs/AlslAalslslsa 
ESSA SN NS ST SENNA | NINES NII | Oral Nol | S| ZZ NZ 
o, 0 ololololololololololololofololo 
G5 0 011.0) 04-0 ofolololo}olo}ofojolo 
pet 
ay z— ltl Flolofofolalyafojolalalalay ojo 
(k +2) 
| GS fafafofofofofalalojojayalalale fo 
= 
a of | —e~ Jalalofolalslololofolalalojolala 
2 + 
Vealon CLO Jala}ofolalajojofofolajajolofaya 
hth 
My z— jala]e]efofofofofojofofoyalala]a 
yy | 2) lalalalafofofofolofofojojalalala 
o; 0 rolololololololololofolofolo|o|o 
WAR eT 
o, | *E** lalalalaleleleletalofofalolafola 
h+k 
Ho, [Ht lelalalelelalaleielo}ojel oa ola 
op 
Pe iy 0 olololololololojololo}o]o]o}o}o 
z h+k+l ct 
S pf, | = Jalelalelalela]ese]opola] opal oa 
= 
oe 2B, 0 ololololololoJo}jojolojo]jojo}ojo 
PERE 
y, | TE! Jalalalelalalale/e}ojoltsola] ola 
Ys 0 yi) | O10) Os) 021-0 OO ae eae ree 
Typus: NIM PCN PZ Pa a cy 
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Aufstellung II 


Typus a, d, f, h: 
Typus 8, ¢, é, g: 
Typus k, J, n, p: 
Typus 2, #1, 0, g: 


ake 40) 


ALFRED NIGGLI und PAuLt NIGGLI ZAMP 


A = 4 (4 a) + 4 dp), B=4(—4a,—45,); 

A=4(4a,—45)), B= 4 (44,—46)); 

A=4-84, B=0; 
B= 4 (— 8 dy) 


Die zonalen Auslischungsgesetze ergeben sich aus den P,-Werten der Zei- . 
len «, By, 71, Wie sie rechts neben die Koordinatentafeln der Figur 17 geschrie- 


Fig. 18 
Charakterentafel fiir D},. 


ben sind. Die Nullpunktswahl hat keinen EinfluB, 
und man erhalt fiir die Zone (OR/) Ausléschung ~ 
fiir alle Flachen, bei denen nicht k und / gerade 
und (k+/) durch 4 teilbar ist, und Analoges fiir 
die iibrigen Leitzonen. Besondere seriale Aus- 
ldschungsgesetze gibt es nicht, da die in Frage 
kommenden Zeilen %, 3, yp keine speziellen 
d-Charaktere aufweisen. Immerhin geht sowohl 
aus dem integralen Ausléschungsgesetz der Trans- 
lationsgruppe F als auch aus den zonalen Aus- 
ldschungsgesetzen hervor, dab fiir beide Auf- 
stellungen in (h00), (ORO) und (O0/) A bzw. k 
bzw. / gerade sein miissen. 

Enthalt die Kopfzeile einer zweiten Tafel Zu- 
satztranslationen, so ist das fiir den entsprechen- 


den Anteil des Strukturfaktors natiirlich zu beriicksichtigen. So gilt etwa fiir 
Dj), die reduzierte Charakterentafel Figur 18 vom Typ Gund K. Weil der Null- 
punkt im Symmetriezentrum gewahlt wurde, ist B = 0. 

Fiir die G-Tafel treten keinerlei ZusatzgréBen auf; ihr Beitrag an den Struk- 
turfaktor ist daher unabhingig von (hk/) gleich 


8a) = 8cos2ahx-cos2aky-cos2alz. 


Die K-Tafel enthalt dagegen durchwegs //2, und sie tragt daher 8 a, [K] fiir 7 
gerade bzw. — 8 ay[K] fiir / ungerade zum Strukturfaktor bei. aj [K] hat den 


Wert 


Scos2ahy-+cos2a%kx-cos2al1z. 


Damit lautet der gesamte Strukturfaktor: 


fiir / gerade 


A = 8cos2ahx-cos2aky-cos2alz+8cos2nhy- cos2a kx -cos2a1z, 
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fiir / ungerade 
A=8cos2ahx-cos2mky-cos2alz— 8cos2mahy-cos22 kx: cos2z lz. 


In den Zonen (hk0), (h0/) und (OR/) treten keine Ausloschungsgesetze auf, aber 
in der Zone (h/) sind nur Interferenzen mit / gerade vorhanden. 


b) Summation tiber die Flichen 


Das Summationsverfahren der Fourier-Analyse zur Bestimmung der Elek- 
tronendichte nach Formel (2’), S. 312, bietet in seinem geometrischen Teil gegen- 
uber der erlauterten Summation iiber die konstituierenden Teilchenlagen nichts 
Neues. Das wird sofort deutlich, wenn man zunachst wieder einfache sym- 
morphe Raumgruppen (ohne Zusatztranslationen) betrachtet. Bildet man fiir 
ein festgehaltenes Koordinatentripel xyz die Summe iiber die gleichwertigen 
Flachen einer Form <(hkl)>, so treten bei gleicher Symmetrie in den Aus- 
driicken ee | 2a (hx + ky + 12) lediglich an Stelle der Vorzeichenwechsel und 


allfalligen Vertauschungen der Koordinaten +x, y,z die Vorzeichenwechsel und 
Vertauschungen der Indizes (Akl). Da aber stets nur die Produkte aus Index 
und Koordinate eine Rolle spielen, verhalt sich (Ak/) gegeniiber (Ak/) genau 
wie xyz gegeniiber xyz usw. Somit gelten fiir die Form <(k/)> in D,, ohne 
weiteres die Tabellen der Figur 15. 

Der Formenbeitrag in der Fourier-Analyse 1aBt sich auf die gleiche Weise 
berechnen wie der Beitrag der Gitterkomplexe an den Strukturfaktor. Es ist 
nur bei den Faktoren darauf Riicksicht zu nehmen, daf infolge des Friedelschen 
Gesetzes zu jeder Flache die Gegenfliche hinzugefiigt wird. Dadurch werden 
alle Formen zentrosymmetrisch, und beim Fehlen eines Symmetriezentrums ist 
die Zahligkeit der Netzebenenformen — mit Ausnahme gewisser spezieller 
Lagen — doppelt so groB wie die der entsprechenden kristallographischen Fla- 
chenformen. Dain nicht zentrosymmetrischen Raumgruppen Biy,,;) = — Bari 
ist, sind in diesem Falle nicht nur die a, sondern auch die } der in Betracht fal- 
lenden Zeilen doppelt zu zahlen. So gilt etwa fiir Cy,: 


y , Lae ee , Sn En =, 
Anny = A ii : A gay = A ini) ae Ati a A ini) = Anni Ve A iri ) 


aber 
r _ ae, a ee le ee = 
Bari thas Bicri ee Birk ao Biren ap at Biri = Bika om Biri) Bing : 
a) b) c) _d) 
Zu einer Form in C3, gehoren hkl hki hkl hkl 


und als an sich nicht gleichwertige Gegenflachen hkl hkl hki 
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und man erhalt: 


b) ay — 4, + 4g + Ag by — by + by + 85 
Cc) +a — a+ ag by + 5, — bg + bg 
Ay + a, — ag + Ag by + 0, — b, + bg 
d) a@+a4+4,—4s — by — b, — bg + bg 
Ay + Ay + ay — ag — by — 0, — 0+ 0, 
Summe 2-4 a= 84 + 2:46,=85, 


Flichen, die auf gewohnlichen Symmetrieelementen (ohne Schraubung oder 
Gleitung) senkrecht stehen, besitzen als Form entsprechend ihrer Wertigkeit 
eine geringere Flachenzahl N/@ als die Form allgemeiner Lage. Dies ist natiir- 
lich bei der Fourier-Analyse ebenso zu beriicksichtigen, wie es bei der Summa- 
tion tiber die Gitterkomplexe geschah. 

Treten ZusatzgréBen (Gleitkomponenten, Schraubungskomponenten, Ab- 
stande der Symmetrieelemente vom Nullpunkt) hinzu, so entstehen fiir die 
Fix gleichwertiger Flachen Phasenverschiebungen. Wenn beispielsweise (/k/) 
an sich mit (Ak/) gleichwertig ist, die Zeile x, aber eine Zusatzgr6Be P,, enthalt, 
dann wird Fiy,,; =e?! °% Fx usw. Zur Bildung der a- und 6-Werte einer 
Form, der (Akl) und (hkl) an- 


weiteres die Werte der Tabellen QW 
und 8 von Figur 15 oben zu be- 
ntitzen, sondern es muB wie bei 
der Berechnung des Struktur- 
faktors dem EinfluB von P- in der 
Figur 15 unten angefiihrten Weise 
Rechnung getragen werden. 

So laBt sich fiir alle Raum- 
gruppen der Beitrag einer Flachen- 
form an die Elektronendichte an- 

Fig. 19 geben, und die Summation wird 

Charakterentafel fiir D§S. ahnlich vereinfacht, wie das bei 

der Bildung des Strukturfaktors 

der Fall war. Die Gesamtberechnung aus einer Charakterentafel soll noc an 
dem Beispiel von D3}, in reduzierter Darstellung (Figur 19) erlautert werden. 
Fir (hkl) und (hkl) sind die Phasenverschiebungen stets = 0; fiir hkl) und 
(hkl) baw. (hkl) und (hkl) baw. (hkl) und (hkl) werden sie = 0 oder §, je 


gehoren, sind also nicht ohne - 
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nachdem ob (h +k-+ 1) bzw. (A+) bzw. 1 gerade oder ungerade ist. Die 
Indizes lassen sich nach ihrem Verhalten in die folgenden Fille einteilen: 


1. (4+ k + 1) gerade, / gerade: a) h und k gerade, 
b) # und k ungerade; 


2. (d+ k) gerade, J ungerade: a) h und k gerade, 
b) A und k ungerade; 


) 
3. (4 + k) ungerade, J gerade: a) h gerade, k ungerade, 
b)  ungerade, k gerade; 
4. (4 + k) ungerade, / ungerade: a) h gerade, k ungerade, 

b) h ungerade, k gerade. 


Da ein Symmetriezentrum vorhanden ist, sind die Bij,,) =0, und Fy, )= 
Afar. Somit ergibt sich fiir die Summation 


Ove = (2 Fille 1+ Y Faille 2+ 2 Fille 3 + ¥ Fille 4], 
wobei fiir die einzelnen Falle die folgenden Ausdriicke einzusetzen sind: 
Fall la: 
82X'F,,, cos2ahx-cos2uky-cos2ulz+42X Fy, cos2aky-cos2nlz 
+42 Fi) cos 2ahx-cos2alz+4 2’ Fux cos2ahx-cos2aky 
+22 Figo COS2ahx +22 Fog cos2amky +22 Fog) cos2alz+ 1 Kooy - 


Fiir den Fall 1b verschwinden alle Glieder mit Ausnahme des ersten und 


vierten. 


Paull Zev qeastalAloye 


—82LF,,, sn2akx-cos2aky-sin2alz—42X Fi, sin2ahx-sin2alz, 


Ball sand 3b: 


—82'F,,) sin2ahx-sin2aky-cos2alz— 4D’ Figo Sn2Zahx-sin2aky. 


Fall 4a und 4b: 
—82' Fi, Cos2ahx-sin2aky- sin2alz—42'Fo,)sin2aky-sin2alz. 


Die einzelnen Summationen erstrecken sich wieder tiber die betreffenden 
Formen. Bei den Spezialformen ist zu beriicksichtigen, daB in Zonen mit h, & 


oder J = 0 keine Werte auftreten, wenn / bzw. k bzw. / ungerade ist, und daB in 
1 


den Leitzonen der Wert 0 resultiert, wenn P, ein ungerades Vielfaches von $ 
wird. Ahnlich sind (#00), (020) und (00J) nicht von (1//)-Werten ableitbar, in 
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denen einzelne zu Null werdende Indizes als ungerade vorausgesetzt wurden. 
Foo) tritt nur einmal im Fall 1a auf, wo alle Indizes gerade sein miissen. | 

Oft betrachtet man nur Projektionen der Dichteverteilung. Den zwetdimen- 
sionalen Fall der Projektion auf eine Ebene (001), erhalt man etwa, indem in 
den Formeln z= 0 gesetzt wird. Das ergibt beispielsweise fiir D3$, bzw. C3,, 
wenn nur die Flachen (hk0) beriicksichtigt werden: 


1 oy ie ‘ 
oa == 4 PLP IPE OA REA, 
(+h) gerade oes) 


= eye “neo SIN2Zahx-sn2acky ; 
k= 


(4+k) ungerade 


Dazu kommen noch die Fijo)-, Foxy- und Foo-Werte. S ist die Flache des 
Elementarrechtecks auf der Basis. 

Fir derartige Projektionen hat M. J. BUERGER?) bereits die nétigen An- 
gaben zusammengestellt. 

Das beschriebene Verfahren der Fourier-Analyse unter Beriicksichtigung 
der Formenkomplexe ist arbeitsersparend, da die Ausniitzung der symmetrie- 
bedingten GesetzmaBigkeiten die Rechnung vereinfacht. Statt iiber die h, k, 1 
von — co bis + co zu summieren, geht man von den unterscheidbaren Formen 

aus, die bei mono- bis digonalen Raumgruppen 

(ay: in sich bereits Vorzeichenwechsel und bei wirte- 

di s:  ligen und kubischen auch Indizesvertauschungen 

enthalten. Die Analogie zur Ausniitzung der 

Gitterkomplexe bei der Bildung der Struktur- 

faktoren ist so vollkommen, daB auch hier die 

Charakterentafeln alle Unterlagen fiir die Be- 
rechnung liefern. 

Damit ist auch der EinfluB der Nullpunkts- 
wahl auf die Fourier-Analyse klargestellt. Das 
sogenannte F-Parallelepiped”) hat die gleichen 
Symmetrieeigenschaften wie das entsprechende 
K-Parallelepiped im Kristallraum. Es kommt 
ihm also die gesamte durch die Charakterentafel 
beschriebene Raumgruppensymmetrie zu, und 
nicht etwa nur die Symmetrie der translationsfreien Elemente, die durch den 
zufalligen Nullpunkt gehen. 


Als weiteres Beispiel sei noch die reduzierte Darstellung von D8, in Figur 20 
betrachtet. 


Fig. 20 
Charakterentafel fiir D3,,. 


1) M. J. Burrcer, Amer. Mineral. 34, 771 (1949). 
2) W. Nowackt, Schweiz. min. petr. Mitt. 30, 147 (1950). 
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Man liest sofort ab, daB 
Ris a Fax — pri hj2 Finn — g2ni hi2 Fug = p27 hi2 Fry = pte hi2 Fini 
me Fast ii Fry 2 


Das ergibt die folgenden Formenbeitrage: 
fiir <(Akl)>: wenn h gerade, A = 8a, = 8cos2ahx-cos2a ky -cos2a1z, 


5 —= (Oe 
wenn / ungerade, A = —8a,=—8sin2ahx-sin2aky-cos2aIz, 
= Oe 

fir <(4kO)>: wenn h gerade, A = 4 cos2ahx-cos2aky, B= 0: 
wenn # ungerade, A = —4sin2ahx-sin2aky, DB earls 


usw. 


5. Der Patterson-Punktraum 


Aus experimentellen Daten kann man nicht unmittelbar die Fy,,;, bzw. 
Aimer und Biz) bestimmen, sondern nur die | Fiy,2) |?. Kennt man also von 
den Amplituden der Streuwellen nur die absoluten Betrage, nicht aber die Vor- 
zeichen bzw. die Winkel q~, welche die Vektoren mit einer Nullage bilden, so 
bleibt die zugehérige Phase unbestimmt, und man kann daher nicht unmittel- 
bar das F-Parallelepiped konstruieren und daraus die Struktur ableiten. Es 
wurden verschiedene Wege eingeschlagen, um diesem Ubelstande abzuhelfen. 
Um die 1935 von A. L. PATTERSON eingefiihrte Darstellungsweise zu erhalten, 
1aBt sich der folgende, schon in einer friiheren Arbeit') eingeschlagene Weg 
verfolgen: 

Sind x, 9, 2, und %9, Vp, 2 die Koordinaten zweier gleichwertiger Teilchen und 
setzt man fiir eine (hk/l)-Ebene hx, + ky, + lz, = d, und hx, + kiyy + 12 = dy, 
so ist der Betrag des resultierenden Strukturvektors durch 


2 wt (dy — dg) 
2| Fay | - cos ae ag, a 


und der Winkel g mit der Nullage durch 
2 (dy + ds) 


<= 
gegeben. Den gesamten Strukturvektor erhalt man unter Beriicksichtigung des 
Friedelschen Gesetzes zu 

. Zoi ale [cos ates) 


ae, Syirny == 
2 


22 (d, + ds) 
Z, COS. Oa) 


Durch zweckmaBige Zusammenfassung von je zwei gleichwertigen Punkten und 
Addition der Resultate gelangt man zu den bereits abgeleiteten Strukturfak- 


1) P. NicGut, in: Wren-Harms: Handbuch dey Experimentalphysik, Bd. 7/1 (Leipzig 1928). 
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toren fiir einen ganzen Gitterkomplex und ein (ik/), oder zum Beitrag eines 
Formenkomplexes <(#k/)> an die Elektronendichte im Punkte xyz. Um nun 
diese Zusammenfassung der Willkiir zu entziehen, soll eine quadratische Matrix 
|| xyz | aufgestellt werden, welche die Differenzen und Summen der Koordinaten 
aller gleichwertigen Punkte enthalt. Wird X = 2x, Y=2y, Z = 22 gesetzt, 
so zeigt Tabelle 7 die Matrix fiir D},, wobei in jedem Feld oben der Differenzen- 
wert und unten der Summenwert hingeschrieben ist. 


Tabelle 7 
xyz | Xys | xyz EY | XYZ | XYZ | HyzZ XYB 

p 000 | X00 4 OF 0 |) 20 ee 

ao: xyz | ovyz | xoz | ooz | 000 

ayn X00 | 000 | XYO | oYO | 0oYZ 

ye OZ TEYZAI oes) XOe ue OD 

eA oYo } XY0 | 000 | x00 | x0Z 

pas xoz | ooz | x¥z | 0¥z | oOYo 

= xXYO oYyo X00 000 00Z 

ed ooz | xXxoz | oyz | xYz | XYo 

eee RZ | Ove Oz 00Z 000 

ie 000 | Xoo | oYo | XYo | XYZ 

ne OYZ. | XYZ | G0z FOZ aon 

ea x00 | 000 | x¥0 | ovo | oY¥z 

me X0Z | 002.) A ete we yao eG 

| oF ovo | xyo | 000 | Xoo | xXoz 
pe 007. |e oanz Gye ino a ek 

| ie xXxYO oYO X00 000 00Z 


In jedem Feld ergibt die Addition der halben beiden einander entsprechen- 
den Wertetripel das Koordinatentripel der zur Spalte gehérigen Kopfzeile. Die 
64 Felder der Matrix enthalten sowohl als Differenzenwerte wie als Summen- 
werte je 

8 mal die Tripel 000, also 8mal die Form <0005 
1 mal die Tripel der allgemeinen Form <X YZ)» 
2 mal die Tripel der vierzihligen Form <0 Y Z> 
2 mal die Tripel der vierzihligen Form <X0Z)> 
2 mal die Tripel der vierzihligen Form <X Y0O> 
4 mal die Tripel der zweizihligen Form <X 00) 
4 mal die Tripel der zweizaihligen Form <0 YO 

4 mal die Tripel der zweizahligen Form <O0Z> 


Pe ae oe ee 
00 G0 CO CO CO CO & OO 


I 
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Es sind somit achterlei Typen von Tripeln vorhanden. Nennt man verall- 
gemeinernd irgendein Differenzen- oder Summentripel X Y Z (wobei also Vor- 
zeichenwechsel und Nullwerte auftreten kénnen) und die daraus gebildeten 
_Ausdriicke hX + kY + 1Z D, bzw. S,, je nachdem sie sich auf eine Differenz 
oder Summe beziehen, so wird der Strukturfaktor von D3}, fiir jeden Typus 


8 
age cos 27 —* Si cbs 2k Be eae sind ae 


q=1 i 


Analoge Matrizen lassen sich auch fiir andere Grundtafeln konstruieren. 
Bei nichtsymmorphen Raumgruppen sind naturgem4B die Zusatzgr6Ben in die 
Matrix aufzunehmen. Wahrend es aber bei den Zusatzgr6Ben an sich gleichgiil- 
tig ist, ob + 4 genommen wird, unterscheiden sich nun bei der Bildung der 
halben Differenzen oder Summen die Werte + + und — }= + 3. Es ist daher 
zweckmabig, + 4 und — 4symmetriegem4B so zu verteilen, daB fiir jeden Koor- 
dinatenwert im Gitterkomplex die Summe der Zusatzgr6Ben verschwindet. Auf 
diese Weise erhalt man fiir C3, | der Differenzen und Summen 
in Tabelle 8. 


Tabelle 8 
XY % —4, y—4, z—4 x+4,74+4,2 #,y,2+4 
000 Kae 4 Lv 0 cee: 
pe YZ 4,Y—4,2Z—4| X+44Z 0; 0, 2.424 
pe, Pay | Se 4E dd 000 X+1,¥Y—1,4] 4, Y—41 
pee Nhe years ee orey.2p 7-11 810, 0,2 = be |e ae bz 
e Sanyo 410 trl Veo tre 000 Dee ee 
HB, IAD 2 o ab yaar A eye 1 
X+4,4,Z O70,Z2Z =k Je igy 1,21 vepzas 
eee XY} hY-41 X+4454 000 
CE 6, ON Feed XZ (Ae a ee eee 


Daraus kann man wieder die halben Differenzen und Summen ablesen, die 
D,- und S,-Werte bilden und den Strukturfaktor ableiten. 

Bercachitet man nun die noch nicht halbierten Differenzentripel der Matrix 
als neue Punktkoordinaten in einem P-Elementarparallelepiped, also im soge- 
nannten Patterson-Raum, so kann natiirlich — } durch + $ und + 1 durch 0 
ersetzt werden. Das ergibt beispielhaft fiir die Differenzen von C3, aus der 
Matrix der Tabelle 8 die Differenzenmatrix der Tabelle 9 
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Tabelle 9 


‘ XA 000 


Bezogen auf die Punktsymmetriegruppe C,, sind darin als Punktgruppen 
enthalten: <000> mit vierfachem Gewicht, <X + 4, 3, } und <4, Y + 4, 0D je 
mit zweifachem Gewicht, und <X Y }> mit einfachem Gewicht. Schreibt man 
X’ fir X + 4und Y’ fiir Y + 4, so entsteht eine neue Matrix, die sich von der 
entsprechenden Matrix fiir C}, grundsatzlich nur durch gesetzmaBigen Ersatz 
von Nullwerten durch Zusatztranslationen } unterscheidet. Die beiden Matri-_ 
zen sind einander in Tabelle 10 gegeniibergestellt. 


Tabelle 10 
Gia 


Als Koordinaten beschreiben diese Differenzentripel die Lage der End- 
punkte von Vektoren, die je zwei gleichwertige Punkte miteinander verbinden. 
Wie die Beziehung zum Strukturvektor zeigt, werden dadurch zugleich die 
Betrage der Strukturvektoren ohne die zugehérige Phase veranschaulicht, also 
gerade jene GréBen, die aus experimentellen Befunden abgeleitet werden kén- 
nen. Das sogenannte Integral von A. L. PATTERSON?!) fiihrt denn auch zur 
gleichen Konstruktion. Man versieht nun die Endpunkte der Vektoren nach 
der Zahl ihres Auftretens in der Matrix mit einem Gewicht und kann sie dann 
als Pseudoatome oder Patterson-Punkte bezeichnen. Von ihnen kann auf die 
konstituierenden Punktlagen geschlossen werden. 


1) A. L. Patrerson, Z. Krist. 90, 517, 543 (1935). 
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Ein Gitterkomplex der Zahligkeit  erzeugt n verschiedene Patterson- 
Punktkomplexe verschiedener Zahligkeit, die einer allgemeinen und allen zu- 
geordneten speziellen Punktlagen entsprechen. (Vergleiche die acht Patterson- 
Punktkomplexe in Beispiel D},.) Jeder einzelne Patterson-Komplex enthalt in 
sich, gleichgiiltig ob in den Koordinaten der konstituierenden Teilchen Zusatz- 
groBen auftreten oder nicht, Patterson-Punkte in einer derartigen Anordnung, 
da sie durch die Symmetrie der zur Raumgruppe isomorphen Punktgruppe 
verkntipft sind. (Vergleiche das Beispiel C3,.) Die Zusatztranslationen der 
Raumgruppe auBern sich aber dadurch, da8 zur gleichen Matrix gehérige Pater- 
son-Komplexe, verglichen mit dem Fall ohne Zusatzgr6Ben, gegeneinander ver- 
schoben werden. Da nun aber nicht mehr der einzelne Punktkomplex, sondern 
die gesamte Matrix betrachtet werden muB, unterscheiden sich die Patterson- 
Raume verschiedener Raumgruppen durch die von den Zusatztranslationen, 
das heiBt von den Charakteren + 1 abhangigen Lagebeziehungen der Einzel- 
komplexe voneinander. Die Gesamtmatrix 1aBt also nicht nur die zur Raum- 
gruppe isomorphe Punktsymmetriegruppe erkennen; sie widerspiegelt die 
Raumgruppensymmetrie und ist daher unmittelbar aus der Charakterentafel 
abzuleiten. 

Man kann nun auch die einzelnen Punkthomplexe der Patterson-Matrix so 
in einer Koordinatentafel anordnen, wie es mit den Punkten einer Form geschah. 
Fiir D3, ist das in Figur 21, fiir C4, in Figur 22 durchgefihrt. 


D>,! Ce y 
8 o; 4 G 
4 a, 2 a, 
2 A = 
4 8 2 B, 
2 B, = 
4 Y, = 
2 Y, 1 1, 
1 o, i = s ? 
Fig. 21 Fig. 22 


Patterson-Punktkomplexe ftir D$, und C},. 


Links stehen die den Gewichten entsprechenden Faktoren fiir die Patterson- 
Komplexe. Die Beziehung zur Charakterentafel gestaltet sich jetzt sehr einfach : 
Besitzt die Charakterentafel einer Raumgruppe an der Stelle, wo in der Patter- 
son-Punkttabelle eine Null steht, den Charakter 1, so ist statt 0 der Wert $ zu 
setzen usf. Tritt aber ein Charakter 1 an der Stelle eines X, Y oder Z der 
Patterson-Punkttabelle auf, so bedeutet X, Y und Z nicht mehr 2 % bzw. 2 y 
bzw. 2 z, sondern als X’, Y’ und Z’ den Wert 2 x + 4 bzw. 2y+4bzw.22+4 
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usw. Somit laBt sich die Patterson-Tafel unmittelbar aus der Charakterentafel 
hinschreiben, wie das Beispiel der Figur 23 fiir C2, zeigt. 


Coy 

4< > 

2< > 
planare 
Konz. 

2s > 

_P 
lineare 
US > Konz. 
Fig. 23 


Charakterentafel und Patterson-Tafel fiir C3... 


Will man fiir eine erste Ubersicht zwischen X und X’ bzw. Y und Y’ baw. 
Z und Z’ nicht unterscheiden und laBt man die trivialen Patterson-Punkt- 
komplexe <000> sowie den allgemeinen Komplex mit einfachem Gewicht auBer 
Betracht, so geben die s- und d-Charaktere sofort iiber die zu einer Matrix 
gehérigen Komplexe spezieller Lage Auskunft. Man erhalt so die Tabellen, 
welche M. J. BuERGER?) fiir die sogenannten Harkerschen Linear- und Planar- 
konzentrationen von Patterson-Punkten abgeleitet hat. 

Von Linearkonzentrationen spricht man, wenn die Patterson-Punkte zusam- 
mengehoriger Komplexe auf gleiche Geraden fallen, also fiir sie nur ein Koordi- 
natenwert variabel ist. Solche Punkte sind durch Operationen von Symmetrie- 
ebenen miteinander verkniipft; in der Grundtafel G werden fiir sie die Zeilen 
4, By, yy maBgebend sein. 

~ Planare Konzentrationen umfassen Patterson-Punkte, die einer Ebene an- 
gehéren miissen. Sie besitzen zwei variable Koordinaten und sind in der Grund- 
tafel G durch die Operationen erster Art der Zeilen a%, By, y, miteinander ver- 
bunden. Man kann nun unbekiimmert um allfillige VerschiebungsgréBen die 
variablen Koordinaten kurzweg mit x, y, z bezeichnen. Die konstanten Koordi- 
naten liest man als s- bzw. d-Zusatzgr6Ben unmittelbar aus der Charakteren- 
tafel ab, wobei wieder 0 fiir den Charakter 1, } fiir 1, } oder 3 fiir 0 zu setzen ist. 
Verschiedene Nullpunktswahl beeinfluBt nur die variablen Koordinaten, so daB 
die Konzentrationen bei unbestimmtem x, y, z als Raumgruppenkriterien ver- 
wendet werden kénnen. 

So erhalt man aus den Charakterentafeln Figur 17 fiir D34 in beiden Aufstel- 
lungen dieselben Konzentrationen der Tabelle 11. 


1) M. J. Buercer, Acta crystallographica 3, 465 (1950) ; siehe auch W. Nowackt, Schweiz. min. 
petr. Mitt. 30, 147, 304 (1950), 
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Tabelle 11 
Aus Syl a Haupt- Patterson-Punktkomplexe 
5 jonen Symmetrie- 
Zeile kt 
: unk 
linear | planar P Aufstellung I Aufstellung II 
000 8 <000> 8 <000> 
000 exe Zay NEON SY 
m | add O¢2 | 24X45 4 20x'9D | 2 ex" ED 2K ED 
Br | ty4 $02 | 24YD+2GWD |2GV"D+2GY"DH 
v1 | dhe 440 | 23Z>42<432> | 243242442" 
Oe Ovyz 000 ERR NOTA. MV) NEB» 
By «OY 000 BROOME, 2c x OZ> 
Vo x yO 000 BOGE NBINO COS NE AOS 


Die Tabelle gibt auch die Zusammensetzung der Patterson-Punktkomplexe 
fiir beide Aufstellungen an. Dabei bedeutet 


AS2a, X= 2e+tyox a=2e+4, X"=24%+2 usw., 


und es kommen wegen der Translationsgruppe F immer noch die Punkte hinzu, 
die durch Addition von 044, 404 und 440 entstehen. Man sieht, daB die zu den 
Linearkonzentrationen gehérigen Komplexe in zwei pinakoidale Formen auf- 
gespalten sind. Sie ergeben sich von selbst als Spezialformen der Grundsym- 
metrie D,,, wenn entsprechend der gegenseitigen Verschiebung jeder Komplex 
auf seinen eigenen Hauptsymmetriepunkt bezogen wird. Wie aus dem Beispiel 
ersichtlich, erhalt man diese Hauptsymmetriepunkte einfach durch Nullsetzen 
der Variablen in den linearen und planaren Konzentrationen. 

Um den Einflu8 der Zusatzgr6Ben noch bildlich zu zeigen, sind in Figur 24 
die konstituierenden Teilchenlagen und die Patterson-Punkte im Elementar- 
bereich fiir einen Gitterkomplex in C}, und C3, dargestellt. 

Bei Kombinationen mehrerer Gitterkomplexe ist zu beriicksichtigen, da 
im allgemeinen nur den Teilchen eines und desselben Komplexes das gleiche 
Streuvermégen zukommt. Das Gewicht eines Patterson-Punktkomplexes wird 
dann mit 7 Z? in Rechnung gestellt, wobei der Faktor m wieder angibt, wie oft 
die Form in der Matrix auftritt, und Z die Ordnungszahl der Atomsorte im 
periodischen System bedeutet. Die Behandlung der Kombinationen sei am 
Fall zweier konstituierender Teilchensorten mit den Gitterkomplexen ¢%, 4,2, 
<Xq Vo %> in C}, und den Ordnungszahlen Z, und Z, erldutert. Zunachst werden 
die homogenen Matrizen || x,y,z, || und || %2 22. || gebildet; die Differenzentripel 
entsprechen den Vektoren zwischen gleichwertigen Teilchen, und als Gewicht 
der Patterson-Komplexe ist 1 Z? bzw.  Z3 einzusetzen. Die Vektoren zwischen 
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ungleichwertigen Teilchen sind durch die Differenzentripel der heterogenen 
Matrix | 

| 41 11 

| Xp Vo 25) 
gegeben, wobei die Gewichte 1 Z,Z, betragen. So nimmt etwa die heterogene 
Patterson-Matrix fiir zwei Gitterkomplexe allgemeiner Lage in C}, die Form 
der Tabelle 12 an. 


Ip 
IP 


Punktlagen 


Pattersonpunkte 
O:25-0:77-¢ 
® PF 
eee 
O 1 ma © 2 ma O « mai 


Fig. 24 
Projektion der allgemeinen Punktlage und ihrer Patterson-Punkte in C},, und C3... 
Setzt man darin 
Hy — X= X-, Vy — yg = Y-, 23 -% =Z- und x%,4+%,= Xt, y, + y= YF, 


so vereinfacht sich die Darstellung zu Tabelle 13. 


Bezogen auf die Punktsymmetriegruppe C,,, enthalt Tabelle 13 die Patter- 
son-Punktkomplexe 


CAM VO Zo SRA Vo one ee ere yn ea Yee 


Man sieht, daB die heterogene Matrix eine allgemeinere Darstellung bedeu- 
tet, welche fiir x, == 9, ¥) = Vp, 2, = 2 in den Sonderfall der homogenen Matrix 
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Tabelle 12 


4 Vy 2 %y V1 71 
%2 Ve 2 (4% — %») (Vy — Vo) (2, — 25) | (4%, — #2) (1 — Vo) (21 — Ze) 
Xo Vo 2 (4 + %-) (Vy — Ve) (2 — Ze) | (4%, + 4a) (Vr — Vo) (2 — 29) 


X_ Vo, 22 (4% + %2) (Ya + Vo) (41 — 2a) | (%1 + %2) (4 Vo) (2, — 29) 
a Me Aalccal 4 Vy 2 
%9 V2 Zs (4% — 4%) (Yq — Vo) (21 — 22) | (%1 — %e) (V1 — Vo) (21 — 2) 


%_ Vo 29 (4% + 4%) (Vy — Vo) (2 — 22) | (%1 + 4%) (V1 — Ve) (41 — 20) 


49 Vo 2 (4% — %g) (Vy + Ve) (21 — 22) | (4% — %e) (V1 + Ve) (@, — 22) 


Ho Vo 2 (4 + %) (Vy + Vo) (21 — 20) | (4% + 4%) (V1 + Vo) (21 — 20) 


Tabelle 13 


x V2 | OX Zz Ra WaA Xt VE Z- 


ENata Vere 7, XV -Z XY YT Z X-VtZ 


SOV Z| eevee | Kose) Ls Ve Ze 


IS VE ZS | OVER Z ey 


iibergeht. Dann wird X- = Y-= Z-= 0 Gnd SX Pa Ys SY Ze = Zeund 
zudem werden durch das Auftreten von 0 die Komplexe spezialisiert. 

Da allfallige Zusatzgr6Ben schon in den Ausgangselementen der Matrix ent- 
halten sind und die Ubertragung auf Raumgruppen mit mehreren Grundtafeln 
keine Schwierigkeiten bietet, lassen sich auf diese Weise fiir beliebige Kombina- 
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tionen von Gitterkomplexen einer Raumgruppe die in Frage kommenden 
Patterson-Punktkomplexe ableiten. Oft wird die Patterson-Analyse nur fur 
Ebenen, etwa mit bestimmtem z, durchgefiihrt. Derartige Patterson-Diagramme 
werden ohne weiteres aus der dreidimensionalen Darstellung gewonnen, indem 
man eine Koordinate konstant halt. 


6. Zusammenfassung 


Zur Vereinfachung der Summationsverfahren in der Kristallstrukturlehre 
lassen sich die Symmetrieeigenschaften der Raumgruppen ausniitzen, indem 
man eine gegebene Mannigfaltigkeit in Formen gleichwertiger Elemente zerlegt. 
Die fiir diese Zwecke angemessene Darstellung der Raumgruppensymmetrie ist 
durch die Charakterentafeln gegeben. Aus ihnen gehen die geometrischen Gesetz- 
maBigkeiten fiir alle wichtigen Verfahren unmittelbar hervor. 


(Eingegangen: 6. 4. 1951.) 


Uber Daimpfung durch Abstrahlung elastischer Wellen 
und iiber gedimpfte Schwingungen von Staiben 


Von Fritz GASSMANN, ETH., Ziirich 


Einleitung 


(1) Die elastischen Schwingungen eines festen K6rpers, der in der vorliegenden 
Arbeit kurz Schwinger genannt wird, sind in Wirklichkeit stets gedampft. 
Fir viele Betrachtungen kann man die Dampfung vernachliassigen. Wenn 
man aber zum Beispiel erzwungene Schwingungen betrachtet und fiir den 
Fall von Resonanz die Beanspruchungen, die der Schwinger erleidet, be- 
rechnen will, muB man die Dampfung beriicksichtigen. Ist der Schwinger 
irgendwo eingespannt, das heiBt an einem ebenfalls festen elastischen 
K6rper befestigt, der im folgenden Trvdgey genannt wird, so kénnen wir die 
Ursachen der Dampfung schematisch in drei Arten einteilen: 

a) Innere Dimpfung = Verwandlung elastischer Energie in Warme im 
Innern des Schwingers. 

b) Aufere Démpfung = Bewegungswiderstande, die an der freien Ober- 
flache des Schwingers auftreten, beispielsweise weil er in eine Fliissig- 
keit getaucht oder von Luft umgeben ist. 

c) Abstrahlungsddimpfung: Der Schwinger deformiert auch den Trager und 
verliert an Schwingungsenergie, weil von der Einspannstelle aus ela- 
stische Wellen in den Trager hinein ausstrahlen. 
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In vielen Fallen, wie zum Beispiel im Falle gedampfter Stabschwin- 
gungen, ist eine besonders einfache Behandlung der Abstrahlungsdamp- 
fung gerechtfertigt. Sie besteht darin, daB man die Kontakt/ldiche zwischen 
dem Schwinger und dem Trager wohl als beweglich, aber als wndeformier- 
bar betrachtet. Die Abstrahlungsdampfung 14Bt sich dann in zwei Stufen 
behandeln. Vorerst braucht namlich nur der Trager zusammen mit der 
Kontaktflache betrachtet zu werden. Nachher werden die Bewegungen des 
Schwingers behandelt, wobei die Abstrahlungsdampfung dann nur noch in 
den Randbedingungen erscheint. Diese Zweiteilung des Problems hat oft 
auch praktische Bedeutung. Ist der Schwinger zum Beispiel ein Bauwerk, 
so ist der Trager der Untergrund, und die Abstrahlungsdampfung stellt oft 
den Hauptanteil aller Dampfungen dar. Die Abstrahlungseigenschaften 
des Untergrundes kénnen dann mit Hilfe von Schwingungsmaschinen 
schon vor Errichtung des Bauwerkes untersucht werden. 

In der vorliegenden Arbeit wird zunachst der Trager fiir eine gegebene, 

; undeformierbare Kontaktflache durch dynamische Federungsgr6Ben cha- 
rakterisiert (Abschnitt A). Dann werden fiir einige einfache Beispiele die 
dynamischen FederungsgroBen explizite berechnet (Abschnitte B und C). 
Unter Verwendung des Begriffs der dynamischen FederungsgroBen werden 
Langs-, Biegungs- und Torsionsschwingungen schlanker Stabe als Schwin- 
ger mit innerer, 4uBerer und Abstrahlungsdampfung behandelt (Abschnitte 
E, F und G), wobei fiir die innere Dampfung ein schon in einer fritheren 
Arbeit gegebener Ansatz (Abschnitt D) auf Stabschwingungen tibertragen 
wird. SchlieBlich ist an einem Beispiel schwach gedaémpfter Stablangs- 
schwingungen gezeigt, wie man durch geeignete Schwingungsversuche 
die Dampfungsgr6Ben einzeln ermitteln kann (Abschnitt H). 


A. Dynamische FederungsgréBen 


Bezeichnungen 


2) /—1, R= Realteil, J = Imaginarteil einer komplexen GroBe, also 
zum Beispiel z = R(z) + 7 J (2). 

(3) Mit einem ¢ iiber einem Zeichen wird die konjugiert komplexe GréBe be- 
zeichnet, also rae R(z) —7 J (2). 

(4) e = 2,718... = Basis der natiirlichen Logarithmen, ¢ = Zeit, w >0 unab- 
hangig von ?. 

(5) Jede GroBe, die mit dem Zeichen ~ iiberstrichen ist, soll von ¢ in Form 
des Faktors e7®! abhangen, also zum Beispiel f = fe’°’, f unabhangig von ¢. 

(6) x, %», ¥; = rechtwinklige Koordinaten mit Koordinatennullpunkt O, und 
mit ¢, ¢s, ¢; als Einheitsvektoren in den positiven Achsenrichtungen. 


ZAMP II/22 
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Der Triger und sein Schwingungszustand 


(7) Der Trager sei ein fester, endlicher oder ins Unendliche reichender Korper, 
der weder homogen noch isotrop zu sein braucht. Die Kontaktflache Ff sei 
ein endliches Stiick seiner Oberflache, das als undeformierbar vorausgesetzt 
werde. Auf Fy wirke von auBen ein System von mit der Frequenz o/(2 2) 
und konstanter Amplitude pulsierenden Kraften. Wir nehmen an, der 
Trager werde dadurch in einen stationaren Schwingungszustand mit glei- 
cher Frequenz versetzt. O sei ein mit Fj fest verbundener Punkt, der in der 

Ruhelage mit O) zusammentfalle. 

Das Kraftesystem werde in den 

Punkt O auf eine Einzelkraft und 

a ein Kraftepaar reduziert. In recht- 

winkligen Komponenten geschrie- 
be ben sei R = Kye, + Kyeo + Kgeg 

Fig. 1 ' die Einzelkraft und M = Kye 

+ K; e, + K, e, das Drehmoment. 

(8) Mit dem Trager befindet sich auch Jj in einem stationdren Schwingungs- 

zustand mit der Frequenz w/(2 2). Die Bewegungen von J seien klein. Sie 


XN 


Zinspannungs - 
Medium 


lassen sich beschreiben durch a Vektor Op Os G = G11 + Golo + Go &s 
und durch die drei kleinen Winkel 4, g;, gg, um die man Fy um die Koordi- 
natenachsen drehen mu8B, um zusammen mit der Paraliclversehichinge 
zu der in einem beliebigen Zeitpunkt ¢ eingenommenen Lage zu gelangen. 


Einfiihrung der dynamischen FederungsgriBen 


(9) Vom Trager sei lediglich vorausgesetzt, daB er sich gegeniiber dem Krafte- 


system &, M linear verhalte, das heiBt, daB folgende sechs Gleichungen — 
erfiillt seien: | 


K, >) T’;,(@) qh : (7 a 1; 2, as 6) 
=1 


(Die Indizes 1 und & durchlaufen im folgenden unabhangig voneinander die 
ganzen Zahlen von 1 bis 6.) Die 36 im allgemeinen komplexen Gr6Ben J’, ; 
sollen die dynamischen FederungsgréBen des Tragers in bezug auf die Kon- 
taktflache Fj genannt werden. Sie hangen von Fy, und w ab, jedoch nicht 
von den K; und den q,. 

(10) Die Energie, die im Mittel in der Zeiteinheit durch das Kriftesystem &, M 
in den Trager gesteckt wird, ist 


6 | + 
a ay =1 Ta / R(K,) RT us ‘) dt 3 ns ig lay qi qn) 


0 sk 
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(11) Der Fall I’, = 0 fiir i + k sei dynamische Symmetrie des Tragers in bezug 
auf Fo genannt. In diesem Falle ist 


W=— a TL) | a |? 


B. Der halbunendliche Stab als Beispiel eines Trigers 


Bezeichnungen 


(12) Der Trager sei ein prismatischer, halbunendlicher Stab mit Mantellinien 
in %g-Richtung. Er erstrecke sich von x3 = 0 bis x3=—oo. 

Die Endflache in der Ebene x; = 0 ist gleichzeitig die Xs 
Kontaktflache /. i 
Oy sei der Schwerpunkt / in der Ruhelage. 

(13) Das Material, aus dem der Trager besteht, sei homogen, 
isotrop und gentige dem Hookeschen Elastizitatsgesetz. 
E = Youngscher Modul, u = Schubmodul, 9 = Dichte, 
Ff = Flacheninhalt des Stabquerschnittes, J,, J, = Fla- 
chentragheitsmomente von /4 in bezug auf die x,- bzw. 
we Achse, [= fia Je: 

(14) ¥1e, + Ve es + V3 es = Ausschlagsvektor des Schwerpunk- 
tes irgendeines Stabquerschnittes wahrend der Schwin- 
gungen des Stabes. ~; = kleiner Drehwinkel des Stab- 
querschnittes um die x,-Achse bei Torsionsschwingungen. Fig. 2 


Langsschwingungen 
(15) Den Langsschwingungen y,(x5, t) des Tragers sei die Differentialgleichung 


07%, gO 9s a 
Dee Oe : 


mit c= + VE/o zugrunde gelegt. 
(16) Als Lésung kommt eine in —x,-Richtung sich fortpflanzende Welle 


Vg = Va(X_ + ct) in Frage. Wegen ys = (3) e7°’ [siehe (5)] fiihrt dies auf 
Vg = A, ellel(=*+°), wo A; eine Konstante ist. 

(17) Fir x, = 0 gilt die Randbedingung A; = £ f° (0¥s/0%s). 

(18) Da von den sechs FederungsgroBen Leak = 1, ..., 6, einzig I; von Null 
verschieden ist, gilt nach (9) die Gleichung A; = d'55- Ia: 

(19) Wegen 7, = 9 fiir x, = 0 fiihrt die Kombination von (15) bis (18) auf 


Ty =joFVEo. 
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Biegungsschwingungen 


(20) Zusatzlich zu (12) und (13) sei vorausgesetzt, / sei symmetrisch in bezug 
auf die x,-Achse. Fiir die Biegungsschwingungen in der (,, 3)-Ebene erfillt 
¥4(x3, t) die Differentialgleichung 

Ory Bleu Cites, 
ot Fo 0x3 0. 


(21) Die allgemeine Lésung lautet 
y= ee (Ay, oe + Aye ei%% 1 Ae “8+ Ay e~ 1% %s) 


mit a, =-+ VF 0 w?/(Ej,). 
Die A,; sind konstante GroBen. Fiir eine in —x5;-Richtung ausstrahlende 
Welle muB A,, = Ay, = 0 sein. 


(22) Fiir einen allgemeinen Querschnitt ist E J, (0? y,)/(0x2) das Biegungsmo- 
ment und —E J, (0%y,/0x3) die Querkraft. 
Fiir x, = 0 ist 
w= 3 =% M=InntNs% 
die Querkraft und 


Ky= In + D553 4s 
das Biegungsmoment. 


(23) Der spezielle Ansatz g, = 0 liefert durch Kombination von (21) und (22) 
Gleichungen fiir J’, und J’, der Ansatz g, = 0 solche fiir J, und J’,;. Man 
erhalt 


In =(-14+)E fe, Nyyg=In=—-1 EF jpg, Ty, = (1+ 7) E Jom. 


(24) Fiir Biegungsschwingungen in der (xg, x3)-Ebene erhalt man entsprechend 


‘eee 
Fo w* . 
m= + ee, Tp = (-1+) E fied, 


Die andern Koeffizienten J), 1,;, 1, und I’;; sind Null. 


Torstonsschwingungen 


(25) Zusitzlich zu (12) und (13) sei vorausgesetzt, I sei ein Kreisring oder ein 
Vollkreis. Fiir Torsionsschwingungen gilt die Differentialgleichung 


O° Ps fe OG, 0 
ot? p susan 


: 
1 
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(26) In einem allgemeinen Querschnitt ist das Torsionsmoment uJ (0@3/0-xs). 
Fir x; = 0 ist dieses Moment K, = Deg Je: ' 
(27) Entsprechend wie in (15) bis (19) fiir Langsschwingungen erhalt man 


Iaa=ioslVno, 


wahrenddem die andern Koeffizienten I; Null sind. Fiir einen halbunend- 
lichen Stab mit einem Kreisring oder Vollkreis als Querschnitt sind somit 
alle 36 in (9) vorkommenden dynamischen FederungsgréBen J", ,, berechnet. 


C. Der unendliche elastische Raum als weiteres Beispiel eines Tragers 
Bezerchnungen 


(28) Der allseitig unbegrenzte, dreidimensionale Raum sei mit einem homoge- 
nen, isotropen, dem Hookeschen Elastizitatsgesetz geniigenden Medium 
gefiillt. 
eo = Dichte, E = Youngscher Modul, 
fw = Schubmodul, 

A= [uw (E— 2 p)I/(3 u— E) 
= Lamésche Elastizitatskonstante, 
+V (A+ 2 w/e 
= Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der Longitudinalwellen, 
w= +Vulo 
= Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der Transversalwellen. 

(29) rv, 0, pseien Kugelkoordinaten mit dem 
Zentrum O,. Sie hangen mit den 
rechtwinkligen zusammen durch die Gleichungen 


P (XX, Xs) 


3 
I 


| 


%=rsindcosy, %=rsindsiny, %,=7cost. 
Die Einheitsvektoren in den Richtungen der Kugelkoordinaten seien 
Greene 
(30) § = Se + Sy a + Sq 3 = Sp Cp + Sy Cp + Sy Cy 


= Ausschlagsvektor bei kleinen Deformationen des Tragers. 
(31) fy, Pi --. = Komponenten des Spannungstensors, bezogen auf die recht- 


winkligen Koordinaten, 
" an oe 
Por Pro» --- = Komponenten des Spannungstensors, bezogen auf die Kugel- 


koordinaten. 
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Die pulsierende Kugel als Einspannungsvorrichtung 


(32) Im Trager befinde sich ein kugelférmiger Hohlraum mit Radius R und 
Mittelpunkt O,, der der Einfachheit halber mit einer tragheitslosen, in- 
kompressiblen Fliissigkeit angefiillt gedacht werde. Aus dem Trager und 
der Fliissigkeit sei ein prismatischer Kanal (F = Flacheninhalt des Quer- 
schnittes) in x,-Richtung mit starrer Wandung ausgespart, in dem sich die 
ebene Flache F wie ein Kolben in x,-Richtung translatorisch bewege. Um — 
einen bestimmten Fall zu fixieren, soll der 
Schwerpunkt von F, in der Ruhelage mit Oo) 
zusammenfallen. Der Kolben /% ist in diesem 
Beispiel also so gefiihrt, daB er nur noch © 
einen Freiheitsgrad besitzt. 

(33) GemaB (7) ist K, die von auBen, das heibt 

a i eae hier vom Kanalhohlraum her, auf die Fla- 

che Fy ausgeiibte periodische Einzelkraft in 

%3-Richtung. Die Kraft erzeugt in der Fliis- 

sigkeit die hydrostatische Normalspannung 


Einspannungs- 
Median y 


Fig. 4 p = K,/F, die ihrerseits periodische Anderun- 

gen Sp des Radius des Hohlraumes bewirkt. 

(34) In den Trager werden von der Wandung des Hohlraumes aus homogene 
elastische longitudinale Kugelwellen 


~ ne ke) eet, ce Meslave ccs 
Shae is 3 a er ) eet git (Sg = Konstante) 


/ 


ausgestrahlt, wenn man voraussetzt, daB der gréBte Durchmesser des 
Kanalquerschnittes so klein gegen FR ist, daB man die durch den Kanal 
verursachten Stérungen der Kugelsymmetrie der Wellen vernachlassigen 
kann?). 

(35) Die Inkompressibilitaét der Fliissigkeit gibt zwischen den kleinen Verschie- 
bungen g, des Kolbens J) und den Anderungen sp (= Wert von S, fiir 
vy = R) des Radius des Hohlraumes die Naherungsgleichung 


F g,=—42.R*sp. 
(36) Im Trager besteht die Elastizitatsgleichung 


funy = ist f= p. 
: 1) Uber Elastizitatsgleichungen in Kugelkoordinaten und tiber elastische Wellen in homogenen, 
isotropen Medien mége man zum Beispiel die folgenden Arbeiten zu Rate ziehen: H. Lams, On the 
propagation of tremors over the surface of an elastic solid, Phil. Trans. [A] 203, 1-42 (1904). — 
A. E. H. Love, Lehrbuch der Elastizitat, deutsche Ausgabe von A. TIMPE (Teubner, Leipzig 1907) 
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(37) Durch Kombination der Gleichungen (33) bis (36) und (28) erhalt man fiir 
die dynamische FederungsgréBe 


= La F°9 w? ae (Oe OARS 
Iss qs 4a k (4 ae ne wa ee 
und nach (11) fiir die im Mittel in der Zeiteinheit abgestrahlte Energie 
- F* evi as |? a4 
W 8 Mr A : v2 + R2 2. H 


Die starve Kugel als Einspannungsvorrichtung 


(38) An Stelle der Fliissigkeit in (32) und der Fiihrung von & durch den Kanal 
denke man sich f starr mit der Wandung des Hohlraumes verbunden. 
Diese Wandung selbst sei als starre tragheitslose Flache ausgebildet, die 
ohne zu gleiten am umgebenden elastischen Medium haften soll. Das 
starre Gebilde, bestehend aus /) und Wandung, hat demnach sechs Frei- 
heitsgrade, und die Einspannungsvorrichtung ist im Sinne von (11) dyna- 
misch symmetrisch. Infolge der Kugelsymmetrie bestehen tiberdies fol- 
gende Gleichungen: 


Py = I'y = I'33 = Ip = dynamische Federungsgr6Be fiir Translationen der 
Kugel, 


Py = P55 = Ing = F'p = dynamische FederungsgréBe fiir Rotationen der 
Kugel. 


(39) Es soll zunachst J"p bestimmt werden. Zu diesem Zwecke seien zum Bei- 
spiel kleine Rotationen der starren Kugel um die x;-Achse betrachtet. 
GemaB (7) bis (11) ist K, das Drehmoment in bezug auf die x,-Achse, 9 
der kleine Drehwinkel der Kugel und 


kK 
Deg = Ja = ee 
16 
(40) Die Rotationen der Kugel erzeugen im Trager radial ausstrahlende Trans- 
versalwellen: 
S,= Sg=0, So ~ =! & aan =) saci gD el 


(41) Fiir y = Rist der Drehwinkel der Kugel sy/(R sin #) = Ie: 
(42) Die Elastizitatsgleichung 


ie Sy il : 5) 
Por = Hl-ze v a y sin & Ow 


liefert unter Beniitzung von (40) fir 7 = R die Tangentialspannungen auf 
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der starren Kugelflache und, durch Integration iiber diese Flache ‘Ke Man 
erhalt so nach (41) und (39) 


_ Ban FR? w(3w?+ 2 w? R?) +7 RF w? 
3w Ot w2+ w? R? 


(43) r,= 


(44) Zur Bestimmung von J’; seien kleine Parallelverschiebungen der starren 
Kugel in x;-Richtung betrachtet. GemaB (7) bis (11) ist A, die x;-Kompo- 
nente der Einzelkratt, gx die kleine Verschiebung der Kugel in x3-Richtung 
und P33 = Ip = K3/q. 

(45) Die Bewegungen der starren Kugel in x3-Richtung erzeugen im Trager 
radial ausstrahlende, elastische Wellen, die eine Uberlagerung von Longi- 
tudinal- und von Transversalwellen darstellen und durch folgende Glei- . 
chungen gegeben sind: 


5 =e! (grad U+ rot B) , 
U= U,e, grad H,(r), U,=skalare Konstante, eg siehe (6), 


T= AUG (ey. ead ath ee ete | = Vektorprodukt , 
eee ee CLF 1 OH’ 
Se J(@/v)r , ty ing v " cast oe 
Ar) = aoe Pie #4 ; we BS del Race ‘ = usw., 
Lice HY (R) 
H,(r) = — ef)" usw. = —" 
wl) are usw., h H"(R)” 


(46) Fiir die Punkte auf der starren Kugelflache vom Radius R ergibt sich 
daraus die Verschiebung 


S = Jy eg = e!! Uy [H"(R) R? + H,(R) + 24 H,(R)] es. 


(47) Im Trager bestehen unter anderen folgende Flastizitatsgleichungen : 


~ 


Os, oSs | = Os, OSs OS, 
Pis = (set = re as pss = A Ora ms i) + A+ 20).5 . 


(48) pg = Pig Sin B 4- f., cos ® ist fiir y = R die x;-Komponente der eer 
die auf ein Flachenelement der starren Kugelflache wirkt. Die Integration 
iiber die ganze Kugelflache gibt unter Beniitzung von (47) und (45) 


(49) Ky= — 2% U,(4 4p) ROHR) oie 


4 9 57 m j 
— —3~ Uy R5[(A+ 2m) HY(R) +2 uh HMR) ei. 


(50) Die Kombination von (44), (46) und (49) ergibt 


i ees 4 mm o Rv? ey 7 Sa Hy X° + %, X4 + Hs X5 
(1+ 2%)? — x? (4%— 1) X24 xt xX! 
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mit den Abkiirzungen 


a= —, X=jo, 
%=g (1+ 2 x?) , % = g (1+ 2 x3), 
Hy = 2-13 x2 + 2x4, t= —3xIA(L+2x)., 
Hy = 23 (4 — x) , %5= x2 (2+ x). 


D. Innere Dampfung isotroper, elastischer Medien 
Bezeichnungen 
(51) Ankniipfend an (31) sei 
p= = (Pir + Boo + Bsa) 
die mittlere Normalspannung und 
Pu-b Pr Dis 
ipa ba boa P og der Spannungsdeyviator. 


ist die mittlere Dehnung und 


Oe A 1 (0s 2% | il ee 08; 
OES Te e Le ee t Ox, NAO Rs Ox, 
sae 1 / 0& ay Opes 1 ie 23 
2 = 2 a ste Di, 0% @ DB \ Oks Ox 
D7 es 0S foe) OES % 6 
2 Gre * at) Z (53 + | OX / 
der Verformungsdeviator. 
(53) Ist g(t) irgendeine Funktion von #, so ist 
0°22 Onig 
L(g) = Aig S41 41 ss + Ais “Ot. i Mathes = Ain; oni’ 


wobei die Koeffizienten a,;, von ¢ unabhangig sind. 7 steht fiir irgendeinen 


Zahlen- oder Buchstabenindex. 
(54) Die Anwendung des linearen Operators L, auf die Funktion ee - f e7® [siehe 


(5)] gibt Li = /P. , wo P, das zum Operator L; gehérende Polynom 
P,= Gig + ae @) + za (J @)? + +++ + Gin, (7 o)™ 


1Ste 
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(55) Fiir den aus zwei Operatoren L; und L;, zusammengesetzten Operator ie 
gilt das Kommutativgesetz, so daB man Ly einfach als Produkt von L; 
und L;, schreiben kann: 


L,=L, [L,(g)] =[; [L,(g)] = L; L,(g) , 


entsprechend ist P, = P; P, das gewohnliche Produkt aus P; und P,. 
(56) Das Resultat der Anwendung eines linearen Operators auf einen gegebenen 

Tensor, wie zum Beispiel L,(IZ), ist der Tensor, den man aus dem gegebenen 

durch Anwendung des Operators auf alle Tensorkomponenten erhalt. 


Ein linearer Ansatz fiir innere Démpfung 


(57) Das Hookesche Gesetz fiir isotrope Medien 1aBt sich in die beiden Glei- 


chungen p = 3k @ und I= 2 Lt @ zusammenfassen, wobei k = A+ (2 L/3} 
der Kompressionsmodul ist. 

(58) Fiir eine Reihe von in der Literatur behandelten Ansatzen tiber innere 
Dampfung kann man eine einheitliche Behandlung erzielen, wenn man die 
beiden Gleichungen (57) durch Einfiihrung von linearen Operatoren nach 
GASSMANN}?) verallgemeinert: 


L,(p) =Le(0), Ly) =Lo(). 


(59) In folgender Tabelle sind fiir einige bekannte Falle die vier eingefiihrten 
Operatoren zusammengestellt. 


Bezeichnung in Ly Le | Ly Lo 
GassMANN}). . . A B fe D 
FLOOR EH: alee. a il 3k 1 2u 
MAXWELL . 1 3k n+ 2u dic 

ot Ot 
\eeikely ge See 1 3k 1 Ze+27 = 
; 0 0 os 
JEFFREYS... . 1 3k — 2u— = 
1+ 3 Mop te op 
LAVA eee ceo iL Py ry yea if prea, 7 O 
at Myc ca baeet 


1) F. Gassmann, Uber kleine Bewegungen in nicht vollkommen elastischen Kérpern, Mitt. Nr. 11 
Inst. Geophys. ETH. (Marz 1949) und Schweiz. Bauztg. 4, Nr. 4 (1949). 
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E. Gedimpfte Langsschwingungen von Stiben 


Herlevtung der Schwingungsdifferentialgleichung 


(60) Bei der Behandlung des halbunendlichen Stabes als Trager wurde die Dif- 
ferentialgleichung fiir die ungedampften Langsschwingungen eines schlan- 


ken prismatischen Stabes in der einfachen Form (15), 
die sich auf das Hookesche Gesetz stiitzt, verwendet. 
Nunmehr sollen gedampfte Langsschwingungen eines 
Stabes von unendlicher Lange, dieser im Sinne von 
(1) als Schwinger betrachtet, behandelt werden. Um 
dafiir die Differentialgleichung zu erhalten, wird 
Gleichung (15) dadurch verallgemeinert, daB das 
Hookesche Gesetz durch den Ansatz (58) fiir innere 
Dampfung ersetzt und gleichzeitig ein einfacher An- 
satz fiir die 4uBere Dampfung eingefiihrt wird. Zu 
diesem Zwecke ist ein Sttick des Stabes zwischen den 
Querschnitten x, und x, + dxz zu betrachten. $ sei wie 


bX 

i | 

| | 
| 


Pia (1) 


| 
| 
| | 
| | 
| | 
| | 


Fig. 5 


in (30) die elastische Verschiebung der einzelnen Punkte des Stabstiickes, 
wobei s3 = 3 zu setzen ist. Die in (51) eingefiihrten GréBen zur Beschrei- 
bung des Spannungs- und des Verformungszustandes sind im vorliegenden 


Falle 
b= bss, 
eet oanmies!! 0 
= Ce ees a 0 
0) 0 + D3 


6-2 x ia 0s, S ae 


PEs a a al 
OSs 
paaels 0 0 
On, 
D fps core tO 
a OX, 
Osa 
0 0 OX, 0, 


(61) Aus (58) entnehmen wir fiir den Fall (62) die beiden skalaren Gleichungen 


Ly (> Pa) — Le(0) 
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und 
eg AN a (Os = 
Ly & Ps) = Lol 5; ra 0). 
Durch Anwendung des Operators 3 L» auf die erste und des Operators 3 Le 
auf die zweite dieser Gleichungen und Addition wird @ eliminiert, und 


man erhalt n 
(62) L, (Ps) = L,{ 32 ’ 
wobei 
I, = 5, Let 2 la lg 
und 
fe EAB - 
ist. 


(63) Fiir das in (60) gezeichnete Stabstiick soll nun die Bewegungsgleichung 
aufgestellt werden, wobei ein duBerer Bewegungswiderstand proportional 
zur Geschwindigkeit 0,/0¢ angenommen werden soll. Unter Beriicksichti- 
gung von 


bss (%3 + dx3) = bs3(%s) oA os ao 


wird die Bewegungsgleichung 


oF dx, = —2y,0 F dx, + F oes ditty 
y, ist der Koeffizient der auBern Dampfung. Nach a eee des Opera- 
tors 


0 0? 
LL, =2 
Ys Ys on + on 


erhalt die Bewegungsgleichung die Form 


Yi ee OP sa 
(64) L,,.(¥3) a Sat ' OXs ss 
(65) Durch Anwendung der Operation (1/e) (0/0x3) auf (62), der Operation L, 
auf (64) und Addition wird #,, eliminiert, und man erhalt die gesuchte 
Schwingungsdifferentialgleichung 


: 1, (0%, 
L,, Ly(js) — > L ol >: = ) = 0, 


Erzwungene harmonische Lingsschwingungen 


(66) Als Beispiel der Anwendung der Schwingungsdifferentialgleichung (65) sei 
ein Stab von der Lange a als Schwinger betrachtet. Das Ende x3 = 0 sei 
an dem in (7) eingefiihrten Trager befestigt. Die Kontaktflache Fo ist in 
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diesem Falle der ebene Endquerschnitt des Stabes. Im allgemeinen Falle 
eines dynamisch nichtsymmetrischen Tragers hat man die Langsschwin- 
gungen des Stabes zusammen mit den Biegungs- und den Torsionsschwin- 
gungen zu betrachten, da alle diese Schwingungsarten infolge der Glei- 
chungen (9) durch die Randbedingungen fiir x, = 0 miteinander gekoppelt 
sind. Es soll hier dynamische Symmetrie des Tragers nach (11) vor- 
ausgesetzt werden, wodurch die Koppelung wegfallt und sich aus (9) 


die Gleichung K, = 33 9, ergibt. Die Endflache x, = a des Stabes sei frei. 

(67) Es seien nun erzwungene Langsschwingungen 
betrachtet, wobei die St6rungen rein harmo- 
nisch mit der Frequenz (w/2 2) seien. St6run- Xsra 
gen mit allgemeinerem zeitlichem Verlauf k6n- 
nen daraus nach FouRIER zusammengesetzt 
werden. Auf den Endquerschnitt x3; = a sollen 
gleichmaBig iiber den Querschnitt verteilte 
Normalspannungen mit der Resultierenden in 
x,-Richtung K, = K,e¢!°®’ wirken. Uber den ost | -peegariee Tis 
Einspannungsquerschnitt J sollen iiberdies _ TLL OTT, 
vom Trager her harmonische Storungen auf den 
Stab iibertragen werden (zum Beispiel Einwir- Fig. 6 
kung von Erdbebenwellen auf schlanke Bau- 
werke oder Bauteile, wie Sadulen, Ttirme, Kamine). Zur Einfithrung 
dieser St6rungen als Randbedingung denke man sich in (66) zunachst den 
Stab weggenommen, waihrenddem J, als starre Flache die Schwingungen 
des Tragers mitmacht und dabei spannungsfrei bleibt. Der Trager befinde 
sich in einem als bekannt angenommenen stationaren harmonischen 
Schwingungszustand der Frequenz (w/2 2), und 95) = 39 e’°' sei dabei die 
x -Komponente der Schwingungen des Schwerpunktes von J. 30 ist eine 
gegebene komplexe Konstante. Wird nun der Stab nach (66) am Trager 
befestigt, so iiberlagern sich dem urspriinglich gegebenen Schwingungs- 
zustand des Tragers harmonische, von den Schwingungen des Stabes her- 
riihrende und von & in den Trager ausstrahlende elastische Wellen der 
gleichen Frequenz. Die x,-Komponente der Schwingungen des Schwer- 
punktes von Ff ist nunmehr q39 + 93 - 

(68) Die Randbedingungen fiir x, = 0 ergibt sich aus (62), (66) und (67), wobei 
man V3 = Yz9 + Jz Zu setzen hat. Man erhalt 


Xs 


Einspannungs- 
Mepiuin a 


ayy RK, 1 ~ EE AY eet 
La(-528) = LalBss) = Ls (2!) =F alae) = GP Las ~ de) 
oder 
Ov. Ls, = Lys 7 
a at) — ee al) = — zB Lal) 
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(69) Fir x, = a gilt nach (62) und (67) die Randbedingung 


O¥3\ _ 1 2 

Le(-322) = y La(Ke) 

(70) Die Einfithrung des Ansatzes ¥,(xg, t) = ¥g(xg) e7°* in die Differentialglei- 
chung (65) und in die Randbedingungen (68) und (69) ergibt fiir ys die 
Differentialgleichung 


d2y A o Py, B 
Te B33=90, mit Bs = nae A 
und die Randbedingungen 
dV; D353 P, = _ FF ij = 
(71) dx, FR V3 FR Qo fir x,=0, 
dys P 


Die auftretenden P-Gr6éBen sind gemaB (54) bekannte Polynome inj @. 
(72) Die allgemeine Losung von (70) hat die Form 


v3 = By ePets 4. Bsy heh 


Ihre Einfiihrung in die Randbedingungen (71) gibt fiir die Konstanten Bs, 
und B,, die Gleichungen 


Wie ee Tyan P PERE, 
(2; — Pe) By — (43 a Bs = — FP, {30 » 


: ee md a 
Bs e” Bs, — By é *° Bs = Fp ae 


Mit B,, und By sind die erzwungenen Langsschwingungen des Stabes unter — 
Beriicksichtigung auBerer, innerer und Abstrahlungsdimpfung, soweit es” 
sich um stationaére Schwingungszustande der Frequenz w/(2 2) handelt, 
bestimmt. 


F. Gedimpfte Biegungsschwingungen von Staben 


(73) Wie in (20) sei Symmetrie von Fy in bezug auf die x,- und die x,-Achse 
vorausgesetzt. Um die Gleichung (20) fiir Biegungsschwingungen in der 
(%1, ¥3)-Ebene durch Einfiihrung von Dampfungen zu verallgemeinern, 
mu man, wie dies in (60) am Beispiel der Langsschwingungen gezeigt 
wurde, bei der Herleitung der Schwingungsdifferentialgleichung das Hoo- 
kesche Gesetz durch den Ansatz (58) ersetzen und zudem einen auBern 
Bewegungswiderstand proportional zur Geschwindigkeit (0, /0é) einfiihren. 
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(74) Man erhalt zunachst fiir das Biegungsmoment M, und die Querkraft —, 
an Stelle von (22): 


~ 07% <2 03. pe 
EM) = Jala(Gaz) und 1,0) =~ Je Ta(4F). 
(75) Fir die Differentialgleichung ergibt sich an Stelle von (20): 


~ Uf Oty 
1 L,(y;) + Fo L,| ne) = 0 


mit der in (62) angegebenen Bedeutung der Operatoren L, und L,. y, ist 
der Koeffizient der 4uBern Dampfung fiir Biegungsschwingungen und 
0 0? 
Pe anor 
der zugehérige Operator. 

(76) Als Anwendung seien erzwungene Biegungsschwingungen des in (66) als 
Schwinger eingefiihrten Stabes betrachtet. Der Trager braucht dabei nicht 
nach (11) dynamisch-symmetrisch zu sein. Es geniigt, anzunehmen, daB 
von den zwolf Koeffizienten [,, und J’;; wie in (24) nur die vier mit 7 = 1 
und 5 von Null verschieden, die andern acht aber Null seien. Aus den Glei- 
chungen (9) sind in diesem Falle die beiden Gleichungen 


ey ee ee und Ke= [91 + Ls Gs 


zu entnehmen. 
(77) Am freien Ende x, =a des Stabes soll ein System von harmonischen 
Kraften mit der Periode w/(2 z) wirken. Die resultierende Einzelkraft 


- =< jot 
Kya = Kaa é 


liege in x,-Richtung und das auf den Schwerpunkt der Endflache bezogene 
Moment 


Ka +7} K5a Os 
in der (x1, %3)-Ebene (das hei8t der Momentenpfeil in x,-Richtung). Denkt 
man sich den Stab wie in (67) vom Trager weggenommen, so soll der Trager 
sich in einem stationairen Schwingungszustand der Periode w/(2) be- 
finden, wobei die Kontaktflache Jy) kleine Translationen in »,-Richtung 
mit dem Ausschlage 

ho = te 


und kleine Rotationen um die x,-Achse mit dem Winkel 


hp = 950 gir 
ausfiihren soll. 
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(78) Setzt man fiir 
% = 0, w=hoth» Pe Gig Op a Q0,=K,, M,=K;, 


so ergeben sich aus (74) bis (77) die folgenden Randbedingungen : 
Fiir x, = 0: 

¥ Oy. osy 

L(Ii M+ Ds a + jp Ls ox 


= L(y dis + Is 950) , 


eye oy ary 2 : 
L,(Ia M+ Dss 4) oa Iyla G3 = L (Is: G0 + T's5 9s0) - 
Pei ety td: 
ary, oti) : 


Tela( 24) = LiKe) > Ja Laat) = — Lala) 


(79) Die Einfiihrung des Ansatzes 


alot 


V1(Xp, t) = y4(X3) € 


in die Differentialgleichung (75) ergibt fiir y, die Differentialgleichung 
mit 


(80) Die allgemeine Lésung von (79) hat die Form 
Vy — By ePi%s 4. Bis el Pixs -|. By e Bi xs at By, e }B, x5 fs 


Durch Einfiihrung dieser Lésung in die Randbedingungen (78) erhalt man 
vier lineare Gleichungen zur Bestimmung der vier Koeffizienten B,, bis By. _ 


G. Gedimpfte Torsionsschwingungen von Staben 


(81) Wie in (25) sei vorausgesetzt, der Stabquerschnitt sei ein Kreisring oder 
ein Vollkreis. Um die Differentialgleichung (25) fiir Torsionsschwingungen 
durch Einftihrung von Dampfungen zu verallgemeinern, muB man analog 
wie in (60) bei der Herleitung der Differentialgleichung das Hookesche 
Gesetz durch den Ansatz (58) ersetzen und zudem einen auBern Bewe- 
gungswiderstand proportional zur Winkelgeschwindigkeit 0@,/0¢ einfiihren. 


(82) Man erhalt zunachst fiir das Torsionsmoment M, an Stelle von (26) die 
Gleichung 
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(83) Als Differentialgleichung ergibt sich 


ee arg. 
L,, Li(s) De Lo oa) aa. 


ye ist der Koeffizient der 4uBern Dampfung fiir Torsionsschwingungen und 


i) 02 
Ly = 26 Dp munieazs 


der zugehérige Operator. Die Differentialgleichung stimmt formal mit der 
Gleichung (65) fiir Langsschwingungen iiberein, so daB die erzwungenen 
harmonischen Torsionsschwingungen analog wie die Langsschwingungen 
[nach (66) bis (72)] zu finden sind. 


H. Zur experimentellen Bestimmung von Elastizitatszahlen, dynami- 
schen Federungsgr6Ben und Dampfungskoeffizienten bei schwacher 
Dampfung 


Die Resonanzfunktion 


(84) Fur die in Abschnitt E behandelten erzwungenen Langsschwingungen eines 
Stabes sei nun schwache Dampfung und wie in (67) eine harmonische Stér- 
kraft 

kao” 20: 


am Stabende x, = a vorausgesetzt, wahrenddem vom Trager her keine 


Stérung einwirke, das heiBt gz == 0 sel. 
Die erzwungene Schwingung sei an Hand der Resonanzfunktion 


IN 


One | _¥s(@)_ Pe 
in Abhangigkeit der zu w proportionalen GréBe v = a w/c betrachtet, wobei 
C= VE|o ist wie in (15). 

(85) Die dynamische FederungsgréBe J’;; bestimmt in Abschnitt E die Abstrah- 
lungsdimpfung. Sie sei in der Form 

PE, Ae 

Lig —— Lg (he 059) 


angesetzt, wo J’, und 6, reelle Konstanten sind. Die auBere Dampiung ist 
durch den in (63) eingefiihrten Koeffizienten y, bestimmt. Fiir die innere 
Dampfung sei der Ansatz von JEFFREYS [siehe (59)] gewahlt, in dem eine 
Maxwellsche Dimpfung mit dem Koeffizienten 7 und eine Voigtsche mit 
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dem Koeffizienten 7’ kombiniert sind. 


3ka 3ke 


re V3 
Be(ut 3h) 1? “2 ~ 2ap(ut 3h) 


yn und os ee 


c 


do, iL 


sind als hinreichend kleine Gré8en vorausgesetzt. 

(86) Zur Berechnung von Q ist y3(a) nach (72) zu bestimmen. Entwickelt man 
die vorkommenden Ausdriicke nach Potenzen der 6, und beriicksichtigt 
nur kleine GréBen von minimaler Ordnung, so erhalt man 


O ( a sf vZ + 2, 
NCEE v2 (v2 No+ Nj)’ 


Zo= v?+ 134+ (vy? — F3) cos2v+2I3vsin2, 
Ny = v2 + L3 = (v2? — F3) cos2y¥—2L2;,ysin2», 
Z,= 8 Z) + FP} & (1 — cos 2 v) — 4 Dy bq 39? + 2 (v2 + 3) B v?, 


Nie 3 3 (1+ cos2 v) —4 TD & & v2? + 2 (v2 + L3) e v?, 


& = 0, — 6, + On oe 
Eg = 0; — 02 + (dy — dq) ¥?, 


&5 = 0, + 63 + dy v”. 


Bestimmung von Elastiztatszahlen und Dampfungskoeffizienten durch 
Schwingungsversuche 


(87 


—s 


Bei kleinen Dampfungen ist fiir die Aufsuchung der Resonanzfrequenzen 
N, gegeniiber Ny in 2 zu vernachlassigen. Die Frequenzgleichung lautet : 
somit Ny = 0. Denkt man sich zunachst den Stab losgelést vom Trager, 
also mit freien Enden x; = 0 und x; = a, in Schwingungen versetzt, so ist 
in der Frequenzgleichung J", = 0 zu setzen. Sie lautet dann 1 — cos 2 vy = 0. 
Thre positiven Lésungen sind vy = 9, = n2a,n= 1, 2,.... Beobachtet wer- 
den die Resonanzfrequenzen w/(2 2) = wo,/(2 2). Kennt man die Nummer 


n einer beobachteten Resonanzfrequenz, so liefert die nach (84) bestehende 
Gleichung 


NIH =A Won 2 
den Wert von F. 


(Die analoge Methode, angewandt auf Torsionsschwingungen eines beid- 
seitig freien Stabes von Kreisring- oder Vollkreisquerschnitt, liefert den 
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Wert von yw und damit auch den Wert 


Eu 


Tie 33 = £) 


des Kompressionsmoduls.) 
(88) Fir J, + 0, das hei8t, wenn der Stab gemaB Figur 6 am Trager befestigt 
ist, sei die Frequenzgleichung Ny = 0 nach I, aufgeldst. Dies ergibt 


vy Sin 2 » 
L's Pecos 2 


Ihre positiven Lésungen seien, nach wachsender GréBe geordnet, ,, %,.... 
I’; sei positiv. Es folgt daraus 


(n—1)a< m< (2n—1)<. 


(89) Wird bei einem Schwingungsversuch eine Resonanzfrequenz w,,/(2 2) beob- ' 


achtet, so ist, wenn E nach (87) bestimmt ist, », = a w, V o/E bekannt und 
damit nach (88) auch J}. 

(90) Die Funktion N,(v) werde in der Umgebung einer Nullstelle y, in eine 
Potenzreihe entwickelt, wobei v = v, + & gesetzt sei. 


No(2) = Norm) + bln) € + + NG (0m) E+ + 
Man kann leicht nachweisen, daB 
No(¥n) =9, No(rn) > 0, 
so daB man die in der Umgebung von », giiltige Naherungsgleichung 


No(v) = > Nb (on) & 


erhalt. 
(91) Setzt man 


ve N 
Nn) eS aoe No (Y%) 


und 


No(Yn) = 


so kann nach (86) fiir kleine | ¢| angenahert 


a \2 Zales) : 
Q (Vp as é) a tee) N(vq) (€2 + Na(%)] 
geschrieben werden. Die graphische Darstellung dieser Funktion ergibt den 
«Resonanzbuckel» bei y,, dessen Kenntnis man sich durch Schwingungs- 
versuche verschaffen kann. Das Maximum liegt bei § = 9. Da Z)(v,) und 
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N(y,) als bekannt anzusehen sind, liefert das Maximum den Wert von 


N,(v,,). Die beiden Werte von &, namlich § = + VN,(y,), fiir welche Q die 
Hilfte des Maximums ist, begrenzen auf der y-Achse ein Intervall 
H = +2YVN,(v,), das man Halbwertbreite nennt und dessen Kenntnis 
ebenfalls N,(v,,) liefert. 


Fig. 4 


(92) Nachdem gem4B (87) und (89) EF, w, k und /, als bekannt vorausgesetzt 
werden kénnen, ist es auch méglich, die Dampfungskoeffizienten zu be- 
stimmen. Nach (91) sei N,(v,) fiir mehrere Resonanzwerte v, als bekannt 
angenommen. Mit freien Langsschwingungen (das heiBt, der Stab ist los- 
gelést vom Trager) kann nach (86) aus N,(v,) die GréBe ¢, bestimmt wer- 
den. Fiithrt man diese Bestimmung fiir mindestens zwei Resonanzwerte »,, 
durch, so erhalt man wegen €, = 6, + 6, + 0 v? die beiden GréBen 6, + 65 
und 6,, das heiBt in Riicksicht auf (85) den Wert fiir 7’ und eine lineare 
Kombination von 7 und y3. Entsprechende Beobachtungen mit J’; + 0, 
das heiBt mit eingespanntem Stab, fiihren dann zur Bestimmung von é 
fiir mindestens zwei Werte von y, und damit zur Kenntnis von 6, — 65 
und 6, — 69. 6,, 63 und 6, sind dadurch einzeln bestimmbar, womit auch 
yn und y,; bekannt sind. Die 4uBere Dampfung y,; nach dem Ansatz (63), 
die innere Dampfung mit den Koeffizienten 7 und 7)’ nach (59) (JEFFREYS) 
und die Abstrahlungsdampfung 6, nach (85) sind damit erfaBt. 


Summary 


This paper deals with a bar (called “‘oscillator’’), clamped in a finite or infinite 
body (called “‘support’’) and excited to vibrations. The loss of kinetic energy of 
the oscillator has been divided into three kinds, i.e.— 

(a) “inner damping”’ described by a suitable generalization of HooKer’s law, 

(b) “outer damping’’, due to frictional forces acting at the free surface of the 
oscillator, and 

(c) “damping by radiation’ caused by the elastic waves, radiating from the 
surface of contact between the oscillator and the support and travelling 
through the latter. 

As examples of supports, a semi-infinite bar and the infinite-elastic space have 
been treated. As examples of vibrations, forced harmonic longitudinal, transverse 
and torsional vibrations of the bar have been considered. 

(Eingegangen: 19. 1. 1951.) 
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Chatakteristikenverfahren zur niherungsweisen Berechnung 
der unsymmettischen Uberschallstrémung 
um tingformige Korper 


Von WoLFGANG Haack, Berlin") 


Die Stromung eines idealen Gases um einen schlanken Rotationskérper, der 
mit Uberschallgeschwindigkeit schrig angeblasen wird, kann man naherungs- 
weise durch Linearisierung der Differentialgleichung der Gasdynamik ermitteln. 
Dabei verwendet man im allgemeinen Quellsenken- und Dipolverteilungen 
langs der Rotationsachse, die nach dem von von KARMAN und Moore (1932) 
und von KARMAN und TSIEN (1939) angegebenen Verfahren berechnet werden 2) 

Bei einem zusammengesetzten Rotationsk6rper, der etwa dadurch entsteht, 
daB man tiber einen spitzen rotationssymmetrischen Kern einen Ring von be- 
liebigem, aber vorn scharfkantigem Profil schiebt (Figur 1), wird das Verfahren 
der Quell- und Dipolverteilung recht umstandlich. Dabei bereiten die Unstetig- 
keitsflachen, die durch die Vorderkante des Ringes entstehen, besondere Schwie- 
rigkeiten. Hier zeigt sich, daB man solche ; 
Stro6mungsvorgange sehr einfach mit y 
einem zu der linearen Differentialglei- , 
chung gehérenden Charakteristikenver- 
fahren ermitteln kann. Auch die Un- ie 
stetigkeitsflachen bereiten keine Um- Pe ‘ ee 
stande. Selbst die mehrfache Reflexion 


der Unstetigkeitsflachen an den Wanden Fig. 1 
zwischen Ring und Kern laBt sich ohne  Rotationsk6rper mit ringférmigem Leitwerk. 
re : Die Strémung berechnet man bis Punkt A 
besonderen Aufwand tiberwinden. nach dem Quell-Dipol-Verfahren, hinter Punkt 
Die praktische Bedeutung der Pro- A nach dem Charakteristikenverfahren. 


blemstellung liegt in der Moglichkeit, 

Rotationskérper durch Ringe, die iitber das Heck geschoben werden, zu stabili- 
sieren. An drei Beispielen wird gezeigt, daB der Auftrieb ein und desselben 
Ringes sehr verschieden sein kann, je nach der Gestalt des Kernes und nach 


der Art der Anbringung. 


1) Ordentlicher Professor an der Technischen Universitat und Honorarprofessor an der Freien 


Universitat Berlin. miles 

2) Vel. etwa: R. Saver, Theoretische Einfithrung in die Gasdynamtk (Springer, Berlin 1948). 
—~ R. Courant und K. O. Friepricus, Supersonic Flow and Shock Waves (Interscience Publishers, 
New York 1948). — A. Ferrt, Elements of Aerodynamics of Supersonic Flows (Macmillan, New York 


1949). 
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Im ersten Teil der folgenden Mitteilung wird das Charakteristikenverfahren 
entwickelt. Gema8 der Theorie, die kiirzlich vom Verfasser und G. HELLWIG?) 
veréffentlicht wurde, wiirde es naheliegen, an Stelle der Potentialfunktion die 
sogenannten Normalfunktionen einzufiihren und diese nach dem Charakteri- 
stikenverfahren zu bestimmen. Dieser Vorgang wird sehr einfach im Innern 
des Strémungsgebietes, bereitet aber etwas Miihe langs der Rander. Deshalb 
wurde hier das Verfahren abgedndert, so daB unmittelbar die Potentialfunktion 
bestimmt wird. Das bedeutet eine Vereinfachung am Rand, verlangt aber eine 
Integration mehr als die Bestimmung der Normalfunktion. 

Das Verfahren ist im folgenden so dargestellt, daB es unabhangig von jener 
Arbeit verstandlich ist. 

Im zweiten Teil werden drei Beispiele behandelt: 

1. ein frei stehender zylindrischer Ring, 

2. der gleiche Ring tiber einem zylindrischen Kern, 

3. der gleiche Ring iiber konischem Kern. 

Die beiden ersten Beispiele sollen hauptsachlich die Ermittlung der Unstetig- 
keiten erlautern. 


ERSTER TEIL: CHARAKTERISTIKENVERFAHREN 
1. Die linearen Differentialgleichungen 


Das Geschwindigkeitspotential fiir die Str6mung eines idealen Gases sei 
P(x, y, z). Die partiellen Ableitungen ®,, ®,, ®, sind die Komponenten des 
Geschwindigkeitsvektors w mit dem Betrag w. Es ist also 


we P+ P+ GP, (1, 1) 


Bezeichnen wir mit x die Gaskonstante und mit a die Schallgeschwindigkeit, 
so gilt bekanntlich 


2 *—1 : 
a® = aa — - w?, (len 


Die Differentialgleichung fiir die Potentialstrémung eines idealen Gases ist 


2 He OR mae 


Wir beschranken uns im folgenden auf die Strémung um einen schlanken 
Rotationskérper, der sich in einer Parallelstré6mung der Geschwindigkeit U 
befindet, und setzen voraus, daB die Richtung der Anstrémgeschwindigkeit 


1) W. Haack und G. Hettwic, Math. Z. 53, 244-266; 340-355 (1950). 
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nur einen kleinen Winkel & mit der Achse des Rotationskérpers bildet. Die 
x-Achse mége mit der Achse des Rotationskérpers zusammenfallen, die y-Achse 
legen wir so, daB der Vektor der Anstrémgeschwindigkeit zur (x, v)-Ebene 
parallel ist. 

Dann kénnen wir die Strémung um den Rotationskérper als kleine Stérung 
der Parallelstr6mung ansehen. Das Potential der ungestérten Parallelstrémung 
ist 

Ucost#x+ Usindy. (1, 3) 


Da # als klein vorausgesetzt ist, konnen wir dafiir schreiben, wegen cos # » 1 
Ux+Usindy, (isa) 

dabei ist U sin® klein gegen U. Jetzt machen wir fiir ®(x, y, z) den Ansatz 
P(x, y, 2) = Ux + P(x, y, 2), (1, 4) 


indem wir den unsymmetrischen Teil der Parallelstr6mung mit in das Stér- 
potential ® aufnehmen. Gem&B unserer Voraussetzung sind ®,, ®,, M, klein 
gegen U, und wir gelangen durch Vernachlassigung kleiner GréBen zu der 
linearen Differentialgleichung fiir @: 


(1 — =) Gxt Gy + G=0, (1, 5) 


in der die Schallgeschwindigkeit a =a, konstant ist. Durch Ubergang zu 
Zylinderkoordinaten 
Ge s= Gee = 7COSy;* 2= 7 siny (1, 6) 


erhalt man die Differentialgleichung 


| 6, =0. (1, 7) 


7) U2 — = 1 = 
(1 — = ) Oo OL Oe 


Da die Gleichung linear ist, kénnen wir das Potential ® als Uberlagerung 
zweier Teilpotentiale darstellen. Wir zerlegen @ in einen axialsymmetrischen 
Teil m und einen unsymmetrischen Teil g. Fir den unsymmetrischen Teil 
versuchen wir den Ansatz 
p= P(x, cosy : 
Dann wird also 
P(x, 7, vy) = v(x, ”) + F(x, 7) cosy. (1, 8) 


Durch Einsetzen in (1, 7) erhalt man mit der Abkiirzung U/a = M fit den 
axialsymmetrischen Teil die Differentialgleichung 


1 
(1 a M*) Pace + Pre y Pr 0 (1, 9) 
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und fiir den unsymmetrischen Teil 


(1 MY) Big + Fy +> Ee qe Pa: (1, 10) 


2. Charakteristikenverfahren zur Lésung des Anfangswertproblems © 


Um die beiden Differentialgleichungen (1,9) und (1, 10) gemeinsam be- 
handeln zu kénnen, schreiben wir (1, 10) in der Form: 


(1-M) Kat E+ RF =. (2, 1) 
Fiir ¢ = 0 erhalten wir (1, 9) und fiir e = 1 die Gleichung (1, 10). Wenn M > 1, 
also U gréBer als die Schallgeschwindigkeit ist, gehért (2, 1) zum hyperboli- 
schen Typus und besitzt reelle Charakteristiken, die der gewohnlichen Diffe- 
rentialgleichung 

(M2 — 1) dr? — dx? =0 (292) 


geniigen. Fiihren wir langs der Charakteristiken die Bogenlange ds? = M? dr? 
als Parameter ein, so wird 


ees ax Re orca e red, dy = 1 
gb! a se aa A Tee Lae i ore oe (2, 3) 


Die Charakteristiken sind bekanntlich zwei Scharen von Geraden, die mit der 
x-Achse den Machschen Winkel « einschlieBen mit sin « = 1/M. 
Eine beliebige Funktion F(x, 7) hat langs einer Charakteristik die Rich- 

tungsableitung 

dF 1. pe. VMPRA1 1 

ds fet + et = — fe a ag F- . 
Wir bezeichnen die Richtungsableitung langs der nach auBen fiihrenden Cha- 
rakteristik (7’ = + 1/M) mit /, und diejenige langs der anderen mit F,, dann 
gilt: 
VM?—1 1 VM?2—1 1 


mu feta A= —yp—E- 77 F- (2,4) 


i 

Die Auflésung dieser Gleichungen nach F,, F, gibt 
; M = 

ve — 2 (F, => Fy: F, = Pithiisea (Fy + Fay (2, 5) 


Nach (2, 4) sind # und & Funktionen von x, 7. Thre Richtungsableitungen 
werden durch zwei Indizes bezeichnet. Nennen wir s, die Bogenlange der ersten 
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Charakteristik (r’ = +.1/M) und s, die der zweiten, so gelten die Bezeichnungen: 


dF, dF, 
Fo = Sie ale = ase 
Aus (2, 3) und (2, 4) folgt: 
M?—1 1 
Ge 


und nach einfacher Umrechnung 
i 
= Fa Fe M2 [(1 a M?*) Ee si F,,| 7s — Py 2 


Jetzt kénnen wir in der Differentialgleichung (2,1) an Stelle der partiellen 
Ableitungen die Richtungsableitungen setzen und erhalten: 


M 


ZY 


é 
y* 


SME eh — Be 0, (2, 6) 
Schreiben wir diese Gleichung in Differenzenform, so erhalten wir die Grund- 


gleichungen fiir das Charakteristikenverfahren 


F, — F. 
| AR = ( Be as a Bi F) Asp , (2, 7) 
FB, —F. € / 
vines eae F) As, (2, 8) 


Zur Lésung des Anfangswertproblems gehen wir nun folgendermaBen vor: Langs 
einer Kurve / (Figur 2), die nirgends von einer Cha- 


rakteristik beriihrt wird, sei die Stromung bekannt, - LIE 
das heiBt langs / kennt man F& F,, & und daher 
nach (2, 4) auch F#,, #,. Wir wahlen auf / zwei Punkte ree: 
P, Q in geeignetem Abstand. Die entsprechenden ae 
Charakteristiken durch P und Q schneiden sich in pS2--BS~ 
R. Der Abstand OR = As, uid PR= As, gibt die ° 
zu jeder Charakteristik gehdrige Langendifferenz. 
Dann ist Z 
Fig. 2 


F(R) —e F,(Q) as AF, p RES F(P) + AF, (2, 9) Skizze zur Lésung des 
Anfangswertproblems. 

AF, und AF, erhalt man aus (2, 7) und (2, 8). Wenn 

é + 0 ist, mu8 man noch F(R) bestimmen. Das geschieht durch naherungs- 

weise Integration nach der Trapezformel. Da man in P, Q, & die Ableitungen 

von / kennt, kann man die Integration langs der ersten Charakteristik tiber 
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F, oder langs der zweiten iiber F, ausfiihren. Am besten ist, beides zu tun. 
Langs der ersten Charakteristik wird 


F(R) = F(P) + > [F(P) + R(R)] 4s, (2, 10) 
langs der zweiten folgt 
F"(R) = F(Q) + = [R(Q) + K(R)] 4s. (2, 11) 


Da das Differenzenverfahren nur angenaherte Werte liefert, wird im allgemeinen 
F' + F"™ sein. Die Differenz |F' — F''| gibt ein MaB fiir die Genauigkeit. Wird 
sie zu groB, so muB man die Intervalle, das heiBt den Abstand PQ, kleiner 
wahlen. Fiir die Fortsetzung der Rechnung setzen wir 


F(R) = 5 [F(R) + FU(R)]. (2, 12) 


Damit ist das Anfangswertproblem gelést. Wir wollen erwahnen, daB fiir e=0, 
also fiir den symmetrischen-Teil g der Strémung, die Gleichungen (2, 10) bis 
(2, 12) tiberfliissig werden. 


3. Das charakteristische Randwertproblem 


Fir die Strémung um einen Rotationskérper liegt zunachst kein Cauchy- 
sches Problem vor, sondern ein charakteristisches Anfangswertproblem, bei 
dem lings eines Randes, namlich an der Wand des Korpers, die Richtung des 
Geschwindigkeitsvektors bekannt ist. Wir nehmen an, die Str6mung sei in A 

und links vom Punkt A der Wand des 
Wand des Korpers 


Day I ey Mad an Drehkérpers bekannt (Figur 3). Dann 
Amare kennt man die Funktionen F, &,, A auch ; 


\ Aah langs der Charakteristik I durch A. Es 
ox seien B, C, ... Punkte der Charakteristik 
ob 1 durch A. Wir legen durch B die Charak- 


: teristik II, bestimmen ihren Schnittpunkt 


v6 : 
L mit der Wand und die Linge BL = As,. 
Fig. 3 Dann folgt aus (2, 7): 
Skizze zum charakteristischen 
Randwertproblem. F,(L) = E(B) + AF, ; (3, 1) 


Zur Bestimmung von £, beachten wir die Randbedingung. Die Tangente der 
Randkurve dr/dx ist gegeben. Demnach gilt: 


ie (3, 2) 


Te nz ot EO Oe EN z 5 
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und wegen (2, 5) 


dy Ie, 
BER VM -1. (3, 3) 
Daraus folgt fiir A(L) 
FL) = F(z) VMt= 1 = lan 
a(L) = (LZ) are ie (3, 4) 


SchlieBlich bestimmt man im Falle ¢ + 0 noch F(L) durch 
= 1 
I(L) = F(B) + = [K(8) + B(L)] As - (3, 5) 


Zur Berechnung des Widerstandes bzw. des Auftriebes braucht man lings des 
Randes noch die Funktion F,(L), die nach (2, 5) bekannt ist. 

Kennt man F, &,, & in L, so hat man fiir alle Punkte der Charakteristik I 
durch L stets Cauchysche Anfangswertprobleme, die nach Ziffer 2 erledigt sind. 

Damit ist das Charakteristikenverfahren soweit entwickelt, da8 man fiir 
jeden (schlanken) Rotationskérper den unsymmetrischen Potentialteil F(x, 7) 
mit F,,, F. berechnen kann. Fiir den symmetrischen Teil p(x, 7) gelten dieselben 
Gleichungen mit ¢=0, jedoch tritt an Stelle der Randbedingung (3, 2} 
wegen (1, 4) und (1, 8) die Forderung 


und wegen (2, 5) die Bindung zwischen gy, und @, langs des Randes 


dy M (9 a P2) Shee (3 6) 


ae 0 Us (m|VM?— 1) ( (p+ $2) 
Die Durchfiihrung des Verfahrens gestaltet sich besonders einfach, wenn man 
das Netz der Charakteristiken so wahlt, daB man, soweit modglich, konstante 
Intervalle As, und As, hat. 

Wir schlieBen diesen Abschnitt mit folgender Bemerkung: Nach (3, 5) 
wird F(L) im Randpunkt L so bestimmt, da8 eine Charakteristik bevorzugt ist. 
Man kann aber F'(L) nochmals durch Integration langs der Randkurve von 
A bis L (Figur 3) berechnen und durch Mittelbildung mit (3, 5) einerseits 
den Wert verbessern, andererseits die Giite des Verfahrens beurteilen. 


4. Uberdruck, Widerstand und Auftrieb 


Zar Bestimmung des Uberdruckes, der an einer Stelle x, 7, y herrscht, 
yehen wir aus von der Bernoullischen Druckformel 


— 1 / wt — w2 \)a(x-1) 
pipettes 
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Ist nun, wie hier vorausgesetzt, w? — w? klein, so gilt fiir den Uberdruck die 


Naherungsformel : 
p a, Po ae w? ay 1 t 


Oo wo/2 w5 
In unserem Falle ist nach (1, 4) w) = U und 
w= G+ + Ow (U+ p+ F cosy)? 
oder, wenn man konsequent GréBen zweiter Ordnung vernachilassigt, 
w2= U?4+2U9,+2UF, cosy. 
Damit wird der Uberdruck 


= 2 2 ; 
oo ats a + 7 F, cosy. (4, 1) 


- 
Zur Bestimmung der Krafte, die von der Str6mung auf den K6rper tibertragen 
werden, braucht man die Funktionen g, und F, an der Oberflache. Der Meri- 
dian des Rotationsk6érpers sei gegeben durch 7(x) und seine Tangente durch 
vy’ = dr/dx. Bezeichnen wir mit i, j, die Einheitsvektoren in Richtung der 
y-, z-, x-Achse, so wird die auf ein Flachenelement wirkende Kraft, bezogen 
auf den Staudruck, . 
a3 = es (~cospi—sinyj+ 7’ f) rdx dy. 
Durch Integration tiber y von 0 bis 2 erhalten wir die Kraft, die auf eine 
Scheibe des Kérpers der Dicke dx ausgeiibt wird; dividieren wir durch dx, so 
ist dYB/dx die Kraft pro Langeneinheit des Kérpers. Die fKomponente gibt 
den Widerstand, die j-Komponente den Auftrieb. Es folgt fiir den Widerstand: 
hi = 2 Pa (4, 2) ; 
da l 
und fiir den Auftrieb 


Ae: 2% 
aii eee Ps 
dx ~ Ute | cost pay = 7 En (4, 3) 


0 


Im allgemeinen bezieht man beide Werte auf einen geeigneten Querschnitt 
(zum Beispiel gréBten Querschnitt) und erhalt den Widerstands- und Auf- 


triebsbeiwert, indem man W noch nach dem Anstellwinkel  differenziert. Die ) 
Funktion 
1 dW 2rn 
ine aye? eine: (4, 4) 


als Funktion von « betrachtet, nennen wir die Auftriebsverteilung des Korpers. 
Sie ist maBgebend fiir alle Stabilisierungsprobleme. 
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Im folgenden sollen einige einfache Anwendungen der Theorie behandelt 
_ werden. Die Druck- und Auftriebsverteilung iiber einem einfachen Rotations- 
k6rper wird man wohl besser und schneller nach dem Quellsenken- bzw. Dipol- 
verfahren berechnen!). Das Charakteristikenverfahren diirfte sich besonders 
bei ringformigen K6érpern oder bei einfachen Rotationskérpern eignen, die zur 
Stabilisierung mit einem oder mehreren Ringen beliebiger Form versehen sind. 
Wir wollen drei verschiedene Anordnungen von Ringen behandeln und die 
Unstetigkeit untersuchen, die durch die Vorderkante des Ringes entsteht. 


5. Auftriebsverteilung eines zylindrischen Ringes 


Figur 4 zeigt einen Meridianschnitt in der (x, y)-Ebene durch den zylindri- 
schen Ring, der unter dem Winkel # mit der Geschwindigkeit U angeblasen 
wird. In Figur 5 haben wir den unteren Teil des Schnittes vergroBert gezeichnet 
und ein Netz von Charakteristiken fiir die Machsche Zahl M = 1,5 darauf gelegt. 


o / 


= 


TNS) 


cate § 


4+ 
we 45> 
7 
if Be, S 
4 SS 
a ZF 10 i L 
= 6+ 
eS Ay 
Ss 2 sss 
Le 7 
— PUSSEM 
~ ‘ 
ae 8 - 
Nn nN | 
Fig. 4 Ve Yh 
] i= 
Zylindrischer Ring mit den Fig. 5 
Unstetigkeitsflachen, Charakteristikenschema fur freien Ring. 


Die Gitterpunkte des Netzes haben wir so numeriert, wie es zur Durchfith- 
rung des Verfahrens vorteilhaft ist. Durch den vordersten Ringpunkt (00) geht 


1) Vel. etwa: R. SAvER, Theoretische Einfihrung in die Gasdynanuk (Springer, Berlin 1943). 
— R. Courant und K. O. Friepricus, Supersonic Flow and Shock Waves (Interscience Publishers, 
New York 1948). — A. Ferri, Elements of Aerodynamics of Supersome Flows (Macmillan, New York 


1949). 
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die Machsche Linie I nach auBen und II nach innen, dabei gehért nach der 
Bezeichnung von Ziffer 3 die Linie I zur ersten und II zur zweiten Schar. In | 
dem Gebiet links von I und II ist die Stro6mung ungestért. Das Potential F 
ist in diesem Gebiet gegeben durch [vgl. (1, 8)] 


cosy F(x, y,2z) = (U sind) y oder cosp F(x, 7) = (U sin 3B) rcosy. 


Daher wird 
F(x,r)=Usindr; FE=0; R=Usind. (5:3 


Aus (2, 4) folgt daraus mit M = 1,5 
F, = + 0,667 Usind; HK = — 0,667 Usind. (5.2) 


Beim Auftreffen der Stré6mung auf die Ringkante bei (00) tritt eine Unstetig- 
keit auf, die sich langs der Charakteristik I nach auBen und langs II nach innen 
fortpflanzt. Zunachst muB an der Ringwand die Randbedingung (3, 3) er- 
fiillt sein. Da in unserem Beispiel 7’ = 0 ist, folgt: 


FE =, - (am Rand) . (oR)) 


Diese Beziehung gilt rechts von (00). Auf der Machschen Linie I, die sich von 
links dem Punkt (00) nahert, ist die Anderung von Fy nach (2, 8) bestimmt. 
Sie erfahrt keine St6rung durch den Ring. An der Innenseite bei (00) gilt daher 


F, = Fk, = —0,667 U sin? [innen bei (00)]. (5, 4) 


Entsprechend bleibt 4, auf der Machschen Linie II, die von links nach (00) 
fiihrt, ungest6rt, man hat also 


F, = y= +0,007 U sind? [auBen bei (00)]. (5,3) 


Langs der Storungslinie I] bleibt iiberall 4, = — 0,667 U sin} ungestért, das 
heiBt die Ableitung F, bleibt beim Uberschreiten der Linie IT stetig. Wir wollen 
zeigen, daB auch F stetig bleibt. Wir kénnen F als Integral iiber F, langs der 
Linie If ansehen. Daraus folgt die Stetigkeit von F aus der Stetigkeit von F. 
Ebensogut kénnen wir iiber F, lings einer Charakteristik der ersten Schar von 
links bis an ihren Schnitt mit I] integrieren. Da J, links von II stetig ist, bleibt 
auch /* stetig und hat langs II den ungestérten Wert. Langs der Stérlinie II 
ist daher F ungestért (F = U sind r), F ungestért (FZ, = — 0,667 U sind), da- 
gegen F, unstetig. Da aber F, nach (5, 4) bei (00) bekannt ist, l4Bt sich die 
Fortpflanzung der Stérung von F, langs II nach (2,7) berechnen. In der 
zweiten Spalte der Tabelle 1 sind die Werte von 7, F, F,, F, fiir die Punkte 
(00) bis (30) der Linie IT zusammengestellt. Dazu ist noch eine Zahlenreihe A 
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Tabelle 1 
Schema zur Berechnung der Strémung um einen freien Ring 
F, F,, Fy; dé/dx stets dividiert durch U sin } (M = 1,5) 


| 1 2 
5,150 
4,201 
— 0,803 
— 0,734 
— 0,048 
5,575 5,575 
4,661 3,684 
— 0,759 — 0,803 
O26 OAD 
— 0,044 — 0,034 
6 6 
5,119 4,173 
= O/AS = 0770 
OFAC) = O70 
— 0,040 — 0,033 
SS — 0,345 
| 1 2 
6 6 
6,822 7,586 
0,624 0,580 
0,624 0,580 
— 0,054 — 0,060 
0,279 0,260 
6,425 6,425 
7,219 7,953 
0,628 0,589 
0,570 0,520 
— 0,048 — 0,052 
6,850 
7,616 
0,632 
0,522 
— 0,043 
Rete 2 tesla ie a |i sig . 2. |i. O5 | e480 
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angegeben; sie enthalt die Werte AF,, AF,, die fiir gleiche As nach (25°16 


(2, 8) in jedem Punkt einander gleich sind. Ganz analog liegen die Verhaltnisse — 


langs I an der AuBenseite. Dabei empfiehlt es sich, die Zahlen fiir die Storlinie 
zweimal aufzuschreiben, zuerst fiir den ungestorten, dann fiir den gestorten 
Zustand. Dann kann man die Unstetigkeiten gut in der Zahlentafel verfolgen. 

Nach diesen Vorarbeiten sind alle Voraussetzungen erfiillt, und man kann 
das unter den Ziffern 2 und 3 beschriebene Verfahren durchfiihren. Die Zahlen- 


tafel 1 zeigt die Anordnung der Rechnung fiir einige Intervalle. Wir haben dabei 


den Durchmesser des Zylinders mit 12 angenommen. 


Wenn die Werte F,, F innen und auBen langs der Wand des Zylinders be- 


rechnet sind, bestimmt man nach (2,5) F, und erhalt nach (4, 4) sofort die 


Auftriebsverteilung. Figur 6 zeigt die Verteilung des Auftnebsbeiwertes 
dé 1 dw 


dx  R2nsin0® dx 


fiir die AuBenseite, die Innenseite und den Gesamtauftrieb, bezogen auf den 
Querschnitt R*a des Ringes. 

Wenn die Stérungscharakteristik (II in Figur 5) die Rotationsachse trifft, 
gibt es eine neue Unstetigkeit, auf die wir hier nicht eingehen wollen. 


6. Zylindrischer Ring tiber Rotationskérper 


Ein unendlich langer Drehzylinder erfahrt bekanntlich keinen Auftrieb in 
einer idealen Gasstrémung. Es sei etwa ein Rotationskérper gegeben, der vorn 
eine ogivale Spitze hat, die in einen Zylinder tibergeht. Ist der zylindrische Teil 
hinreichend lang, so wird sich gegen sein Ende die von der Spitze verursachte 
Storung ausgeglichen haben. Am Ende des Zylinders wird sich die Strémung 
annahernd so wie bei einem unendlich langen Zylinder verhalten. Ein solcher 
zylindrischer Kérper mit ogivaler Spitze ist nicht stabil. Man hat mehrfach 
versucht, ihn durch Uberziehen eines zylindrischen Ringes iiber das Zylinder- 
heck zu stabilisieren. Wir wollen den Auftrieb berechnen, der durch den Ring 
bewirkt wird. In Figur 7 ist die Anordnung der Kérper skizziert. Durch die 
Vorderkante des Ringes sind die Machschen Linien I und II gezeichnet. Links 
davon herrscht die Str6mung des unendlichen Zylinders. Langs der Linien I 
und IT tritt eine (unstetige) St6érung ein. Von besonderem Interesse ist das 
Verhalten der nach innen laufenden Stérung, die mehrfache Reflexionen an 
den Wanden erfahrt. Der in dem Gebiet zwischen Rotationskérper und Ring 
gezeichnete charakteristische Streckenzug stellt eine Unstetigkeitslinie dar. 
Beim Uberschreiten der Linie ist entweder F, oder F, unstetig. 

Wir wollen aber das Verfahren in der Reihenfolge erlautern, wie es durch- 
zufiihren ist. Zuerst miissen wir uns die Funktionen F, fF, F im ungestorten 


Teil der Strémung links von I, II verschaffen; dabei interessiert uns nur der 
unsymmetrische Teil. 


— 
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Auftriebsverteilung am freien Ring. Auftriebsverteilung fiir Ring uber Zylinder. 


Fiir einen unendlich langen Zylinder laBt sich die Potentialfunktion 
leicht angeben. Die Str6mung um den Zylinder muB ungeadndert bleiben, wenn 
man den Zylinder in sich, das heiBt in der x-Richtung verschiebt. Deshalb 
ist F unabhangig von x, also &, = 0. Dann geht Gleichung (2, 1) in die ge- 
wohnliche Differentialgleichung tiber 


ite a (6, 1) 


ZAMP II/24 
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mit der allgemeinen Lésung 
B 


B ¥ 4 eens 

Bap At ies i == A an 

Die Konstanten A, B sind so zu bestimmen, daB am Rande des Zylinders (fiir 
y =r, wenn ¢ Zylinderradius ist) 

F| =0 (6, 2) 
ist; denn die Stromung muB tangential zur Wand verlaufen. Ferner muB fir 
y >oo der Geschwindigkeitsvektor der Anstrémung entsprechen, das heiBt 
nach (5, 1) 


F,| = Usind. (6, 3) 
Daraus folgt schlieBlich: pa e 
F = Usin9 (r+ -) (6, 4) 
und dazu ak 
R= 0 F, = Usin 9 (1 — 5). (6, 5) 
Aus (2, 4) folgen sofort J, und £4: 
po aed PO ee 


Auf den Unstetigkeitslinien I und I1 ist der Vorgang derselbe wie im vorigen 
Abschnitt. Auf der Linie I bleiben / und /, ungestért (also stetig) und haben 
die Werte (6,4) und (6,6). Dagegen erfahrt Fy bei (00) (Figur 7a) eine 
Stérung, derart, daB die Randbedingung (3, 3) erfiillt ist. In unserem Falle 
(dr/dx = 0) wird 


J si y2 ; 
= a cee (1 — nh (fiir den AuBenbereich) , 


hy M R 
00 


00 


wenn R der Ringradius ist. Die Anderung von Fy langs I ist wieder durch (2, 8) 
bestimmt. Dabei hat man in (2, 8) fiir #, und F lings I die ungestérten Werte 
gemaB (6, 6) und (6, 4) einzusetzen. Damit kennt man langs I alle GréBen 
und kann das Verfahren durchfiihren. 

Ganz entsprechend bleiben im Innenbereich F und Fy langs II erhalten 
nach (6, 4) und (6, 6); dagegen ist /, unstetig und hat bei (00) den Wert 
U sin & | hi 


FFs teary ia 


00 00 


) (fiir den Innenbereich) . 


Die Anderung von F, langs II erfolgt nach: (2,7). Jetzt l4Bt sich nach dem 
Charakteristikenverfahren der Ziffern 2 und 3 F, &,, K im Bereich des Drei- 
ecks (00),P,Q berechnen. Die Linie PQ ist wieder eine Unstetigkeitslinie. Da 
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sie zur Schar I der Charakteristiken gehért, bleiben F, F, stetig, /, wird un- 
stetig. f, ist aber in P aus der Randbedingung bekannt, so daB seine Anderung 
langs PQ aus (2, 8) berechnet wird. Die Berechnung geschieht daher folgender- 
maBen: Man bestimmt zunachst in P und auf PQ die Funktionen F, F, & so, 
als ob die Wand bei P nicht vorhanden ware, also genau nach dem Charakteri- 
stikenverfahren von Ziffer 2. Dann wird die Stérung beriicksichtigt, die durch 
die Wand bei P entsteht. Langs I] kommend, kennt man in P die Grobe 
und erhalt aus der Randbedingung 43. Langs PQ behalt man F, F, aus der 
ersten Rechnung bei und bestimmt damit & nach (2, 8). In derselben Weise 
verfahrt man auf QR usw. Die Durchfiihrung bereitet keine Schwierigkeiten 
und verlangt wenig Aufwand (siehe Tabelle 2). 

Es sei bemerkt, daB es im allgemeinen nicht notig ist, die Unstetigkeiten 
langs der Linien PQR besonders zu beachten. Man kann das Verfahren der 
Ziffern 2 und 3 im ganzen Innengebiet hinter der Stérlinie II anwenden. Der 
dadurch entstehende Fehler bleibt nach meinen Erfahrungen innerhalb der 
ublichen Rechengenauigkeit, wenn die Intervalle klein genug sind. 

In Figur 7) sind die Auftriebsverteilungen, das heiBt die Funktionen dc/dx, 
bezogen auf den Querschnitt des Ringes, fiir die einzelnen Flachen aufgezeich- 
net. An der Oberjfldche des Zylinders herrscht, wie beim unendlich langen Zylin- 
‘der, zunachst der Auftrieb 0 bis zum Punkt P. Bei P entsteht ein Abirieb, der 
bis R fast konstant bleibt und bei FR. nochmals betrachtlich abfallt. An der 
Aufenseite des Ringes entsteht ein Auftrieb, der langsam nach hinten abklingt. 
An der Innensevte des Ringes beginnt die Auftriebskurve im gleichen Punkt wie 
an der AuBenseite (da innen und auBen dy/dx = 0 sind), dann steigt der Auf- 
trieb allmahlich an bis zum Punkt Q. Hier springt er plotzlich auf etwa den 
dreifachen Wert. 

Durch Vergleich mit Figur 6 erkennt man, daB der Auftrieb, der an der 
Vorderkante des Ringes entsteht, infolge des eingeschobenen Zylinders nur 
etwa halb so groB ist wie derjenige des freien Ringes von Figur 6. 

Figur 7c zeigt schlieBlich die resultierende Auftriebsverteilung, die durch 
die Strémung auf die Kombination Zylinder mit Ring iibertragen wird. Der 
Gesamtauftrieb ist nur ein Bruchteil desjenigen, den der frei stehende Ring 
erfahrt. Das ist zum Teil durch die gestérte Anstrémung, zum andern Teil 
durch die Reflexion der Stérung an den Randern bedingt. Der Rechnung lag 
ein Verhaltnis Ringradius R zu Zylinderradius 7 von 


Font == 16335 
zugrunde. 


7. Zylindrischer Ring iiber konischem Zapfen 


Der gleiche zylindrische Ring kann einen wesentlich groBeren Auftrieb er- 
zeugen, wenn man die Anordnung etwas abandert. Dem zylindrischen Rota- 
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tionsk6rper geben wir ein konisches Heck, dessen Verjiingungswinkel wir so 
wahlen, daB die Strémung gut folgen kann (ca. 6,7°). Am Ende des Konus 
bringen wir den Ring an, und zwar so, daB die durch die Vorderkante [Punkt 
(00) in Figur 8a] gehende Machsche Linie nicht mehr am Rotationsk6érper 
reflektiert wird. Das Ende des konischen Teiles ist wieder zylindrisch ausge- 
bildet, wie Figur 8a zeigt. Bei dieser Anordnung geht durch den Anfangs- 
punkt T des konischen Teiles die erste Stdérlinie (1°). Durch die Vorderkante 
(00) des Ringes geht nach auBen die Storlinie I? und nach innen II. SchlieBlich 
geht durch das Ende des Konus (S) noch eine Stérlinie 1$. Die Durchfiihrung 
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Fig. 8 
Auftriebsverteilung fiir Ring tiber konischem Zapfen. 
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der Berechnung bietet nichts Neues. Sie verlauft genau wie im vorigen Ab- 
schnitt. 

Das Ergebnis ist jedoch wesentlich verschieden. Wir wollen die in Figur 8d 
eingezeichneten Auftriebsverteilungen mit denen von Figur 7 vergleichen. Zu- 
nachst entsteht langs des konischen Zapfens ein kleiner Abtrieb, der tiber dem 
Punkt S einen Sprung hat. Die Aufenseite des Ringes erfahrt einen Auftrieb, 
der demjenigen von Figur 76 ahnlich ist. Er liegt aber héher; der Anfangswert 
ist 0,17, gegentiber 0,15 in Figur 7a. Besonders groB ist der Unterschied an der 
Innenseite des Ringes. Hier liegt der Anfangswert bei 0,30 im Gegensatz zu 
0,15 bei Figur 7b. Dann steigt die Kurve der Figur 80 gleichmaBig an bis zur 
Storlinie I3, wo eine kleine Unstetigkeit erscheint. Der Gesamtauftrieb des 
Ringes in der Anordnung 8a ist also betrachtlich gréBer als bei 7a. Wahlt man 
etwa einen Ring von ca. 5 cm Lange bei R = 6 cm, so ist der Auftrieb bei der 
Anordnung 8a ein Mehrfaches von demjenigen in 7a. Aber auch bei dieser giin- 
stigen Anordnung bleibt der Auftrieb unter demjenigen des freien Zylinder- 
ringes (Figur 5). 


8. Beliebiger Ring tiber beliebigem Korper 


Zum SchluB sei noch die Anwendung des Verfahrens auf allgemeinere Pro- 
bleme erlautert. Wir betrachten einen beliebigen, jedoch schlanken und vorn 
spitzen Rotationskérper, tiber dessen Ende ein Ring von beliebigem Profil 
geschoben ist (Figur 1). Dabei muB das Profil des Ringes schlank und vorn 
scharfkantig sein. Zur Berechnung der Str6mung um ein solches Gebilde emp- 
fiehlt sich folgender Vorgang: Man legt durch die Vorderkante des Ringes die 
Machsche Linie I und bestimmt ihren Schnittpunkt B mit dem Meridian des 
K6érpers und A mit der Rotationsachse. Dann berechnet man die Strémung 
um den Rotationskérper von der Spitze S bis zum Parallelkreis durch B mittels 
einer Quellsenkenverteilung fiir den symmetrischen Teil und einer Dipolver- 
teilung fiir den unsymmetrischen Teil. Die Quellen und Dipole verteilen sich 
auf dem Stiick SA der Achse. Zur numerischen Bestimmung dieser Quell- und 
Dipolverteilungen sind verschiedene Verfahren entwickelt, die im wesentlichen 
auf den Untersuchungen von VON KARMAN und Moore!) und von KARMAN 
und TsrEN?) aufbauen und in den neueren Lehrbiichern eingehend beschrieben 
sind. Kennt man diese Verteilungen, so kennt man auch die Funktionen und 
J (1, 8) langs der Machschen Linie I durch (A). Von hier aus beginnt man mit 
dem Charakteristikenverfahren, welches sich in der gleichen Weise anwenden 
laBt wie unter Ziffer 6 oder 7, Man sieht unmittelbar, daB auch das Anbringen 
mehrerer Ringe keine neuen Schwierigkeiten bringt. Natiirlich besteht die Még- 
lichkeit, das Charakteristikenverfahren von der Spitze beginnend auch fiir den 


1) Von KArmAn und Moore, Am. Soc. Mech. Eng. 54, 303 (1932) 
2) Tsren und Suve-SHen, J. Aeron. Sci. 5, 480-483 1938). 
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Rotationskérper zu beniitzen, aber der Zeitaufwand diirfte etwas groBer sein 
als beim Quell-Dipol-Verfahren. Der Vorteil des Charakteristikenverfahrens 
tritt besonders bei den Ringen und komplizierteren Anordnungen hervor. 


Summary 


The supersonic flow of an ideal gas past an inclined slender body of revolution, 
can be approximately determined by linearization of the differential equations. 
For this purpose generally a distribution of sources, sinks and doublets is taken 
(von KArMAN, Moore, Tsien). For a composed body of revolution having a 
central body and several rings, this procedure is cumbersome. It is shown that 
such flows can very simply be determined by means of a characteristics-method. 
Surfaces of discontinuity and their multiple reflexion on the walls do not present 
much difficulty. The method is illustrated by some simple examples. It is to be 
mentioned that the method can be extended also to the general, not linearized, 
differential equations. 


(Eingegangen: 26. 12. 1950.) 


Zur Theorie und Berechnung des elektrostatischen Dutch- 
egtiffs der ebenen und zylindrischen Dreipolrohre im Falle 
zweidimensionaler Potentialverhaltnisse 
1, Mitteilung 


Von Max LANpDsBERG, Dresden?) 


Einen guten Einblick in die Feldverhaltnisse der Elektrodensysteme der 
gebraéuchlichen Vakuumréhren mit einem oder auch mit mehreren Gittern 
liefern schon die entsprechenden Untersuchungen fiir die verhaltnismaBig ein- 
fach aufgebaute Platten- und Zylinderréhre. Derartige Untersuchungen sind 
sowohl experimentell mit Hilfe des elektrolytischen Trogs und des Gummi- 
membranapparates [1], [2]*) als auch theoretisch durchgefiihrt worden. Im 
letzten Fall ist die Berechnung der Rohrenkapazitaten und des aus ihnen sich 
ergebenden elektrostatischen Durchgriffs von grundlegender Bedeutung. Uber 
den gegenwartigen Stand der Durchgriffsberechnung fiir die beiden genannten 
Systeme berichtet ausfiihrlich eine Arbeit von I. RuNGE [3]. Hier sind alle 
wichtigen Formeln zusammengestellt, die aber ausnahmslos, was das ebene und 
zylindrische System (mit Stabgitter) anbetrifft, nicht nur zweidimensionale 
Verhiiltnisse, sondern auch noch weitere Einschrankungen hinsichtlich der Ver- 
haltnisse Gitterdrahtradius zu Gitter-Anoden-Abstand usw. voraussetzen. 


1) Yechnische Hochschule Dresden. se 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf Seite 393. 
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Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, Durchgriffsformeln aufzustellen, 
die von den erwahnten zusitzlichen Einschrankungen frei sind und also nur 
noch zweidimensionale Potentialverhaltnisse voraussetzen. . 

Mit Hilfe der WeierstraBschen Funktionen?) gelangt man zu einem System 
von unendlich vielen linearen Gleichungen?), das durch gewisse Potenzreihen 
nach den unendlich vielen Unbekannten aufgelést werden kann. Damit treten 
auch in den gesuchten allgemeinen Durchgriffsformeln Reihenentwicklungen 
auf’), deren Koeffizienten sich durch einfache Rekursionsformeln angeben 
lassen. 


1. Der Durchgriff der ebenen Dreipolroéhre 
1.1 Die Problemstellung 


Unter den bekannten Voraussetzungen, die eine Durchgriffsberechnung mit 
Hilfe der Funktionentheorie gestatten, liegt hier der durch Figur 1 gekenn- 
zeichnete Sachverhalt vor. In einer komplexen 

z-Ebene (z = x + 7 y) ist ein sich ins Unendliche 

z-Fhene erstreckender Bereich gegeben, der von der Ka- 
thode AK, der Anode A und den Kreisen des 

Gitters G begrenzt wird. Die Bedeutung der im 

= folgenden vorkommenden GréBen a, k, s, @ ist 


ry 
§ aus Figur 1 ersichtlich. 
ee ld © Bat aa) em ad Die Betrachtung der bisher vorhandenen 
ry rita Durchgriffsformeln fiir die Plattenréhre, die in 
0,79 der ersten Tabelle der Rungeschen Arbeit zu- 
K 6! A sammengestellt sind, zeigt, daB fiir den Durchgriff 
®O D ganz allgemein eine Darstellung von der Form 
i 
es 
Tie ae id Je 

Fig. 1 we Rk Oe ) (1) 

Sips ias Bai 


gelten wird. Da sich die von den angegebenen Argumenten abhangigen Funk- 
tionen ®, Y nicht geschlossen darstellen lassen, sollen fiir sie Reihenentwick- 
lungen der Gestalt 


OG ee) = Zea(Z". WG FS) = San (2) aa) 


m=0 


angegeben werden, wo die Koeffizienten c,,, d,, nur von a/s, k/s abhangen. 


1) Siehe auch M. Laca.ry [4] und eine von I, Runce [3] zitierte Arbeit von L. RoseNHEAD 
und D. Daymonp. 

2) Siehe hierzu die beiden Dissertationen von H. WALTER [5] und J. F. B6rrcuer [6]. 

3) Man vergleiche hierzu einen Aufsatz von F. SomMER [7]. 
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1.2 Die Berechnung eines komplexen Naherungspotentials 


Ist Q der «Ladungsbelag» eines Gitterkreises (zum Beispiel im praktischen 
MaBsystem in C/cm), so kann an Stelle des in 1.1 erwahnten Bereiches auf 
Grund der «Methode der elektrischen Bilder» [8] auch der Bereich B betrachtet 
werden, der von den Kreisen mit dem Radius @ und der Ladung Q bzw. —Q 
begrenzt wird, deren Mittelpunkte bei 


M,W,+ Mz, bzw. 2a+ mM, 0,+ mW, 


liegen. Hierbei ist w, = 2 (a + k), wm, = 7s und die ganzen Zahlen m,, my, m}, ms 
kénnen unabhangig voneinander jeden positiven oder negativen Wert (ein- 
schlieBlich der Null) annehmen. 

Die unendlich vielen Kreise erzeugen durch ihre Ladungen im Bereich B 
ein Feld, das durch die «komplexe Feldstarke» W’(z) charakterisiert wird. 
W’(z) ist eine (eindeutige) analytische doppeltperiodische (aber nicht elliptische) 
Funktion, die allerdings durch die gemachten Angaben noch nicht vollstandig 
bestimmt ist. Die analytische Fortsetzung von W’(z) ins Innere der Kreise 
hinein zeigt, daB diese Funktion in jedem Kreis unendlich viele Singularitaten 
besitzt, die simtlich (wie auch z = oo) wesentlich singular sind. 

Es soll nun zuerst W’(z) naherungsweise durch eine doppeltperiodische 
meromorphe (also elliptische) Funktion w’(z) mit den angegebenen Perioden 
@ 1, W, ersetzt werden, die folgende Bedingungen erfiillt: 

1. w’(z) ist in der ganzen Ebene regular bis auf die Stellen 


M10, + Mg, bzw. 2a+ m,o,+ M3 Ws, 


wo w’(z) Pole (m + 1)-ter Ordnung (7 2 1) mit dem Residuum 


Q Q Seite is slat ew ) 
ee rs (%0 = cout 
hat. 
2. Es soll ; 
w'(2) dz = —— Q, (2) 
€o 
(L) 


sein, wo Q, die Ladung der Kathode fiir ein Stiick von der Lange s ist. Nach 
zweckmaBiger Umwandlung der z-Ebene in einen geradlinigen Schlitzbereich, 
wobei jeder Punkt m, w, + mw, geradlinig mit 2a + m, @, + Mz Wy Ver- 
bunden ist, soll der angegebene Integrationsweg L ganz im Innern dieses 
Bereiches verlaufen und irgendeinen Punkt z) mit 2) + w, verbinden. 

3. Ist w(z) ein Integral von w’(z), so soll der Realteil dieses «komplexen 
Potentials» auf dem Gitterkreis mit dem Mittelpunkt z = 0 (also fiir z = 9 e'®) 
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eine Fourier-Entwicklung besitzen, deren von y abhangiger Teil die Gestalt 
Any cos(m + 1) p+ Any, cos(m + 2) M+ --- 


habe. Die Fourier-Koeffizienten A,, Ay, ..., A, sollen also samtlich Null sein. 

Durch diese drei Forderungen ist bei gegebenem » das komplexe Potential 
w(z) bis auf eine additive Konstante!) bestimmt. Der Hauptteil von w’(z) fir 
z = 0 sei nun in der Gestalt 


1 = . 
2 i > ee: (3) 


wt, e 
I Ey — 


angesetzt, wo #, reell sein mu8. Damit nun die zur imaginaren Achse parallelen 
und durch die Punkte z=a+m(a+k) (m=0, +1, +2, ...) hindurch- 
gehenden Geraden zu den Niveaulinien gehoren, die der Realteil von w(z) be- 
sitzt, muB wegen (3) der Hauptteil von w’(z) fiir z= 2a 


Q 1 ds 1)" Pp 
et 2G 2a =a (4) 


~ 


lauten. Aus (3) und (4) folgt dann mit Hilfe der WeierstraBschen ¢-Funktion 
und ihrer py get 


w'() = a, [ee — 24) — 2] | 


(5) 
+ Bi ey (z— 2a) — (—1)' O(z)] + A, | 


wo die reelle Konstante H einem homogenen, zur reellen Achse parallelen Feld 
entspricht. 

H lat sich nun leicht durch #, ausdriicken. Auf Grund einfacher Uber- 
legungen, die mit dem sogenannten Elementarintegral dritter Gattung zu- 
sammenhangen [10], ergibt sich mit Beriicksichtigung von (2) 


[tee-20)-ce@ar=— f fo w—2aua: 


(f) (i) (e’) 
Ae [be — U + We) — C(% — u)]du = — 2anp, 
(L’) 


wo neben L (mit der unteren Integrationsgrenze z)) als zweiter Integrations- 
weg L’ die geradlinige Verbindungsstrecke von z = 0 nach z = 2a mit z= 0 


1) Unwesentliche additive Konstanten sind im folgenden stets weggelassen. 


®) Man vergleiche hier und im folgenden zum Beispiel das bekannte Lehrbuch der Funktionen- 
theorie von A. Hurwirz und R. Courant [9]. 
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als unterer Integrationsgrenze genommen und auBerdem von der Formel 


C(z + m, w, + my Wo) = (2) + my 11+ M2 No 


Gebrauch gemacht wurde. Wegen (5) ist dann 


mit 


pt dz = ai, + 2t1 m+ Ho, = — 20, 
0 


€o 
so daB 
H=— 


Sean) 


Ds 


ist. Damit erhalt man unter Verwendung der mit ¢(z) durch die Beziehung 


verkniipften o-Funktion fiir das komplexe Potential w(z) die Darstellung 


w(2) = 2 log SETS) 
+ Steg le Me — 20) — ayer (6) 
Soe eras cee) ca 


Um die GréBen p, entsprechend der oben angegebenen dritten Bedingung, die 
w(z) erfiillen soll, zu bestimmen, seien zundchst die beiden Reihen 


log o(z) = logz+ Dd’ a, 2™, log o(z — 2 a) = log (—1) + Ds Ope (7) 
m=0 
angegeben, wo a,,, 6, reell sind. Die Koeffizienten der ersten Reihe kénnen 
einfach durch die Invarianten g,, g, ausgedriickt werden und sind bekannt}) ; 
die Koeffizienten der zweiten Reihe lassen oe leicht unter Verwendung der 
bekannten Relation 
p'>(2) = 4 p°(z) — & Plz) — 83°) 

angeben. So ist 


82 _§3 


Aom—-1 = 0) (m = Uh 2, ea ag => As == 0, ag Sia 240” ag = ~~ 840 usW. 


a Siehe H. BurKHArpt [10], Seite 52. 
2) Hier und im folgenden ist das WeierstraBsche p mangels der entsprechenden Type durch 


«p» wiedergegeben. 
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und 
b= Ino(2a), 6,=—(2 4), 
1. LM fel ; 
by = aS £(24), bb =S P24), b= Z (5 2 — p*(2 a)) usw. 


Durch fortgesetztes Differenzieren von (7) ergibt sich weiter 


Ler 1 = an 
re (2) = De y 4 Amir 2", | 
. a (r=21 20 
Soe 2a) = SP Bases | 


Mit Hilfe von (7) und (8) erhalt man dann fiir w(z) aus (6) die Reihenentwick- 
lung 


w(z) = — ree log z + ee = 
3 s py Y py hy - a m+r- (—1)" | a 
m=0 r= 


gm i Qa = mle ~ 
een SS bn + [=e Oat (Se ta) ee 


Hieraus folgt mit z = 9 e'® fiir den Realteil von w(z) die Fourier-Darstellung | 


V, + D> Am cos m p (9a) 
m=1 
mit dem Mittelwert?) 
meen o(2a) | ¥ : 
Y= Ina 0 Fob ated a,| pr (9) 


: 


und den m ersten Koeffizienten (die tibrigen sind fiir das Folgende ohne Be- 
deutung) 


Pm “ ++ \ 
Ay, a ‘om i reves pe r ee Y ’) a =e (—1)° Amr aa Se Om 5,,| Pr 


Q 


TM Eo 


(10) 


+0" [22 (bu tn +20. dag) ~ Bt bya, 


€9 S$ 


wo die eyrabole 51m, Oy, die bekannte Bedeutung haben. 


1) tA Fereieiches im folgenden auch eine Arbeit des Verfassers [11]. 
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Damit hat man fiir die » GréBen f, die » linearen Gleichungen A,, = 0 
(m = 1, 2, ..., m), so daB die komplexe Feldstarke w’(z) entsprechend den oben 
angegebenen Bedingungen bestimmt ist. 


1.3 Die Elektrodenpotentiale 


Um eine Darstellung fiir das Kathodenpotential V, und das Anoden- 
potential V, zu finden, muB man die Relationen 


M, M+ My Ws 


o(z si M4 Za Ms (>) = (Ci aa raa Ps el™ 1, + M2 No) (24 Oe | o(z) 
ey) Ls ae era) (r= 1p2, 2) 


beachten. Mit ihnen erhalt man aus (6) 


Ve= Re[w(—] = (42—a-2,)(m — 2% 2) +220 


V, = Re[w(a)] =( cay py) 226) 


In Verbindung mit (9) und mit Beriicksichtigung der Legendreschen Relation 
Ny Oy — No, = 204 


ergibt sich dann fiir die Gitterspannung U, und die Anodenspannung U, 


U,=V,— Ve = zea In ESL, — Cay ae | 
“(Bee lm—"8R)— rae | 
Ue 2 (~£4 pr) eee J 


1.4 Ein unendliches Gleichungssystem und seine Losung 


Da w(z) nur eine Naherungsfunktion fiir das genaue komplexe Potential ist, 
stellen auch die Ausdriicke fiir V,, V, usw. nur Naherungswerte dar. Um zu 
exakten Ergebnissen zu kommen, soll nun der Grenziibergang ™ > co voll- 


zogen werden. . 
Bekanntlich ist o(z) eine homogene Funktion ersten Grades der drei Argu- 


mente Z, 1, Ws, und aus 


ole A os) = ho : 2) (A + 0) 
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folgt 


Az 1 un Zz 

(r—-1) mae) eee aed) | oes = ais 

C (; =, Aes) = 3p (<., a2). (7 = 1, 2) ae 
Daher ergibt sich fiir die in (10) vorkommenden GroBen a,, und bp, deren Ab- 
hangigkeit von a, w,, w, voriibergehend genauer gekennzeichnet sei, auf Grund 
der Reihenentwicklungen (7) 


1 a 
am(@1, 0s) =e Alot, OF), Pm(t, 1, 3) = se Om(-» OF, of) 
(me == 1,2, ..:); 
WoO 
{ 
k : 
ot=255", wai 


Ss 


gesetzt ist. Eine entsprechende Umformung gilt im besonderen fiir 7,, 7, usw. 

Fiihrt man nun mit Hilfe der angegebenen Beziehungen die Perioden wf, wF 
in (10) ein und verwendet man dann wieder die alten Bezeichnungen, so ergibt 
sich schlieBlich fiir die zum exakten komplexen Potential W(z) gehérigen 
GroBen f,, (m = 1, 2, ...) das unendliche Gleichungssystem 


Lee (2) 3 br (£)"" (52 tno +3 sia Emo), (m= 1, 2,...) (12) 


r=1 


wo zur Abkiirzung 
hae = 7 (™ 1") [Dmese — (—1)" Omar +4 a Stem Ore) | 


mo = 4m — Om + No O1m> | (m,r=1,2,...), 


§&mo = 2m Om 


gesetzt ist. 
Zur Lésung von (12) sei der Ansatz 


Ee = 58 & tne 7 ee py Boe 2) (m= 1,2, v2) oy 


gemacht. Durch ihn zerfallt (12), da Q und Q;, voneinander linear unabhangig 
sind, in zwei weitere gleichgebaute Gleichungssysteme, und der Koeffizienten- 
vergleich in bezug auf die Potenzen von (o/s)* liefert die einfachen Rekursions- 
formeln 

frat = — Pina far — Rina for-g — + — Re fro, 


(TF sed lee 


bmr = Rm Streie= Rime Ey et OG Rme Sro- 
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Hieraus folgt fiir die Koeffizienten f,,, (und ganz entsprechend fiir die g,,,,) 


at = Rema fio 
lene = Rem hy ho aa Rng foo 
hima oe (Ring Ry = Rema ki,) tio = Rina has 720 2 Rms f30 


so daB die Reihenentwicklung (13) als bekannt angesehen werden kann. 


1.5 Die Berechnung des Durchgriffs 


Mit (11) und (13) erhalt man jetzt fiir die Gitter- und Anodenspannung die 
genauen Werte 


Q § 2a on fi k oe o \2r 
Ue = ine [hn es Ge ge) ns) | 
Ox a Q 2r 22k 
+ One py ele h oak 
7 (14) 
Q 2n@ as ee 
v. = 32, . REPS brgcalls, 
oes ore ee (£)" 
2% £5 1 — 1r—-l\ gs , | 
WO 
i= Ror tieoice hoo fe,r-2 + eivletesiae fag ot (n: +212 i laa 
: k 
&, = Ror 81,r-1 + Repke yates Soa Ror Bro + (m +21 No 4) 81,7-1> 
hoy = |b, — (ye a, | 
(ali 2s) 
st. 


Lést man (14) nach Q,/(2 &) auf!), so findet man auf Grund bekannter 
Zusammenhiinge leicht die Réhrenkapazitaten und damit den elektrostatischen 


Jurchgriff d 
; ja co \ ar 
in +Ino (**) = (m1 } 2ine—) + E1,(=) 
D ae o Ss Ss s r=1_ ; (14) 
PL LO rg % 5 & 0 or 
= Foe fra 


1) Wird (14) als ein Gleichungssystem fiir die beiden Unbekannten_ Q/(2 7&9); Qy/(2 7 Eq) auf- 
efaBt, so kann die Koeffizientendeterminante nicht identisch Null sein, da sich ihr Betrag fur 


/s > 0 dem Wert w, 7 In (s/g) nahert. 
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Die Reihen (1a) sind daher als bekannt anzusehen; so ist ohne die im Verlauf 
der Rechnung eingefiithrten Abkiirzungen 


So) — 5 (mt 2im gy, 


/ \ 


; : AC : R 
o = [¢(=*) + 28m S][-¢ *) + m+2im =|; 


Cy =In o( 


s 
Qa : LU CHER . a -( 24 24 k 
a= [d22)—2in][el22) +260 $][-(24) + natn 
1 2a 
~5P- 
und 
22a 
BS as 
a= — 2n[¢(=*) +2ins<|, 


OC tw ee Om we ee os O16 6 6 6s 8S 8 ew SOm Bes hb BNA. © (6 429 OC ele (0 (ee 6) 06 eMeke (ee eid re (emis 


so daB die in 1.1 gestellte Aufgabe geldst ist. 


2. Der Durchgriff der zylindrischen Dreipolréhre (mit Stabgitter) 
2.1 Die Problemstellung 


Es liege nun ein zylindrisches System mit einem Stabgitter von N Drahten 
(vom Durchmesser 2 0) vor. Nach Figur 2 ist der Ausgangsbereich, der von) 
der Kathode K, der Anode A und den N Gitterkreisen begrenzt wird, jetzt 
endlich. Die im folgenden gebrauchten Bezeichnungen sind aus Figur 2 er- 
sichtlich. 

Die Betrachtung der bisher fiir das vorliegende Elektrodensystem abge- 
leiteten Durchgriffsformeln la8t erkennen, daB allgemein fiir den Durchgriff D 
ein Ausdruck von der Form 


Pee Ue ea. Ge 
ais ye) 2 Vk &) a 
Vg : 9 ; . 


gelten wird. Die Funktionen @*, Y* sollen auch hier wieder als Reihen in der 


Vol. II, 1951 Zur ebenen Theorie des Durchgriffs fir Platten- und Zylinderréhre 385 


Gestalt 
2 ee) \ 
or(Zs, am & aaa ok (2 2m 
Pie Per Py, Cm Fo ) ; 
i (15a) 
/ 2 
wee am &) = d* (2) | 
Vg V9 Ve 2 He Vg / 


dargestellt werden, wo die Koeffizienten c*, d*, nur von 7,/7,, 7,/%q (and selbst- 
verstandlich von N) abhangen. 


2.2 Das komplexe Naherungspotential 


Da im folgenden ahnliche Uberlegungen wie beim ebenen System durch- 
gefiihrt werden, ist zum Teil eine kiirzere Fassung méglich, wobei auch noch 
ein Teil der alten Bezeichnungen verwendet wird. 

Das komplexe Naherungspotential w(z) habe fiir z = 7, (Figur 2) mit reellen 
Werten #, den Hauptteil 


See AC ea (16) 


Durch 
a 
w= og Ae 


wo das Symbol Log den Hauptwert des komplexen Logarithmus bedeuten soll, 
werde nun w(z) in eine u-Ebene verpflanzt. Gesucht ist zuerst der Hauptteil 


von Y(u) = w(r, e“) fir u = 0. 


ZAMP 11/25 
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Nun ist 
Pr 9 p a2 = WP ra Brey! 
@—y4)  “w(-1" “Aw (Apa eee Tae 
wo sich die Koeffizienten A, ), A,,, ... leicht angeben lassen. Einem Multipol 
(y-ter Ordnung) mit dem Potential 


ee 


((@— 1%)" 


entsprechen also in der u-Ebene v Multipole mit dem Potential 


ani A, y_1 


p 
(Ge + 


Der Hauptteil von Y(u) fiir w = 0 lautet dann 


Q 
Se log u ee 3 (17) 
WoO 
r Pn . Pp. 
M, a A, 7 rs Ages oot seas ee m as Di ae "8 


(r= 1,2, 055%) 


ist. Entsprechend (4) hat daher der Hauptteil von Y(w) fiir w = 2 ln r,/r, (den 
Bildpunkt von z = r2/r,) die Gestalt 


Q —1)" M, 
On &, Tog (1 —— 21n fiz One a ae (v v/v)" (17a) 
Aus (17) und (17a) folgt wieder mit reellem H 
aly Ae Se o (wu — 2 In(rq/r,)] 
Nl Se reagpne edn linolwaaeel © | 


M, sly f Yq r =(r— 
+ DS) eit [Oe 2i F8) = I ew)] + Aw, 


wo die Perioden die Werte 


y t 
WM, = 2 In " ’ Ws = N = 
haben. 


Durch die entsprechende Rechnung wie oben ergibt sich hier fiir H der 
Wert 
ae Ox Q Yq jas 
he pat + (5 In ea M,) 2 


wo jetzt Q;, die Gesamtladung der Kathode ist. Damit erhilt man mit Hilfe 
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von (18) fiir das komplexe Naherungspotential in der z-Ebene den Ausdruck 


e0 o(Log (2 74/72) 
ee) = 2 by log o(Log (z/r,) ] 


oe 5 LF ert lé aie (Lo og ae \ = (4)' c-?(Log a DB (19) 


+ | Qe + (5 in 7 - pice Ee ae 


2 & Tt Eq Ws 


Um nun die #, in der gleichen Weise wie beim ebenen System zu bestimmen, 
mu8 man die Fourier-Entwicklung des Realteils von w(z) fiir den Gitterkreis 
z=7,+ 0 e'® bilden. 

Nun gilt fiir z=~7, 


und 


mene) ome at Sal 


(20) 
atl We hyty (eeea | 
log o( Log rp ) =log(—1) 4 2) Pn ( ae ) : 
wo sich die reellen Werte a,,, 0,, leicht berechnen lassen. So ist 
iL 5 1 
Gg =O, ay cues ue ome Ca eae SW 
und 
= Dine Ne 
b, = In o( n a 


Cd) O80 Croso.d Do onnro Dt *oar Cea 
Si sl ®) BY ole) e) (a (a ei lelelevlelelie (6 sice\ 9: e: ee e® 010) ee) 0.8110) 18) (2 


Durch fortgesetztes Differenzieren der Reihen (20) [nach (z — 7,)/7,] erhalt man 
os fi see 2 eee. 
a »(Log ) eer ee Dy frm bee Bye | 
aif BG, = Z—V%qg\m 
gh Log Se) = Be tem (At) | 


m=0 


ll 
l Ms 


(r= 1,285) 


388 Max LANDSBERG ZAMP 


wo die s,; fiir das Weitere ohne Bedeutung sind und die Koeffizienten ¢,, Upm 
einfach berechnet werden kénnen. 

Mit Hilfe der angegebenen Reihen ergibt sich nun aus (19) fiir das kom- 
plexe Naherungspotential die gesuchte Entwicklung 


Q Rg halts 
Wl) =~ Fae ME, tA ea 
co n nH A 


2 r Ps (2—1%,\™ 
+ SS Gir Wem — CU fn) ee 


g = g/ 
oO - Cc 
(= 1M fe %a . Q : Zz —\" 
‘“ a m | Tie 2 Ify » (Om am) ( te : 
wobei zu beriicksichtigen ist, daB wegen des Ansatzes (16) 
x ie whos, Wie (=1P 54 A Sian ae 7 eis 
(yr — 1)! rg (z—75)i hon (z — 7,)" 


r=l s=r f=1 


sein muB. Bildet man nun den Realteil dieser Reihenentwicklung fiir z=7, + 9e'”, 
so erhalt man wieder eine Fourier-Reihe von der Gestalt (9a) mit dem Poten- 
tialmittelwert 


2 a 
2% && 2 


n n Bee. 
+ a pay wi) [#4ro — (—1)" tro] | 


und den ersten Koeffizienten (die iibrigen sind fiir das Folgende unwesent- 
lich) : 


are oo [in o(2In ‘a. u In] | 
(21) 


Am ra re a g (Dm a Ces) ( = +" 


2% & Z 
\ n n 4 
QO \m AAs gor : b 
+ (2) SB ei be ard 8 
nee (22) 
Oh, ( Q ta * =| N2 | (—1)™ (@\m 
27 & ‘3 Il Eg In Ue a ieee : yt | mM | 3 


Durch die m Gleichungen A,, = 0 (m= 1, 2, ..., 2) sind dann die n GréBen by 
bestimmt. 
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2.3 Die Elektrodenpotentiale der Zylinderriihre 


Fir das Kathoden- und Anodenpotential liefert (19) 


V;, = Re[w(r,)] = — In 7% (m =f =e In 1 De Aes Pr 


Py f5 Y 
e fs LOE SES 


Aa AG: 2 Np a 
+ ine (mn +f In 74 : 


ZI & Ws ‘4 


Ve = Re [(ra)] = (5 : In - iS; Ay T-1 pr eee ele In va Qe In ue 5 


2% Eo ii, 


Daher erhalt man mit Hilfe von (21) fiir die Gitter- und Anodenspannung 


Va 2 v 
pa Va — Ve = res [in o(2 In 2 in on a ie Avie. | 


Vg) 
nN 
seta Ss ear yg — (—1)" tro] a 


r=1 s=r 


2 Y Pp Q Y (23) 
mat In ey ee ee enone 
= Q Qr os Pr 
Up = a Vi, 2 Ep Nin~ a ra ae Mee re Ae yr ; | 


wobei zur Vereinfachung der letzten Beziehung wiederum von der Legendre- 
schen Relation Gebrauch gemacht wurde. 


2.4 Das unendliche Gleichungssystem im zylindrischen Fall 


Fiir n > oo ergibt sich aus (22) fiir die zum exakten Potential gehdrigen #, 
(y = 1, 2, ...) das unendliche System 


oe  \2m © Pr _ ( Q\2m es Qn 
pe) ee a ey 28 


wo zur Abkiirzung 


Gale U] Vo 
E00 = ies yr reas ; >, 2 Yq 
—1)™ 
Gino ae = , (m,71= en ) 
(—1)™ we j 1 $4, ] 
TS ny = D, ~ Ag: 7-1 ai Ser eT )! [jon ( ) jm 


m ae 
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gesetzt ist. Die Gleichungen (24) werden gelést durch 
Pm _ _9 Sp (@\imtor € ie 
wm St a, ab Ef ca i - » Ginr , (25) 


wo sich die Koeffizienten mit Hilfe der einfachen Rekursionsformeln 
he se — Ky Fi p-1 — Ke Fore oe a — Kir Fo, | 
re a Kini Gia = Ke Go rs ties eae Kur Gro, | 


angeben lassen. Vollig entsprechend den Uberlegungen in 1.4 gilt also auch 
hier fiir die Koeffizienten F,,, (und ganz ahnlich fiir die G,,,) 

Fon — — Kin Fo, 
Fine = Kimi Ky Fao — Kms Foo, 


oe = (i sae Ku ay Kg Kj;) Fo ar Ce Ky Fo “9 Kins Fro: 


so daB die Reihe (25) als bekannt anzusehen ist. 


2.5 Die Durchgriffsberechnung fiir die Zylinderrohre 


Mit (23) und (25) erhalt man als genaue Werte fiir die Gitter- und Anoden- 
spannung 


t= a8, [-m f+ Imo(2in fe) — (n+ 28a a 
+ Six(2)*] + 2%, inte + Soe)", 

iv z= - - : ne Brie 44  — (26) 
labeeda 


F,= Ky, Fypat+ Ke Ry 2t+ +--+ K,Eo, 

G, = Ky Gy p41 + Ky Gop +--+ K, Gro, 
Fle Aj Aly Ag ie, eo el on 
Gr = Ayo Gy py + Agr Goi pig + ++ + Ay y-1 Goo 
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und 


( 24 y (Le, 
K, = (1 oa Ae In & Ay 71 “i a “ee Ay pai 
ist. 
Aus den beiden Gleichungen (26) ergeben sich jetzt leicht die Réhren- 
kapazitaten1) und der elektrostatische Durchgriff 


[e-e) 27 
Pen th a(2 In “a (n | sap In ze | ae ies £F(2) 
= 1 Vg the ‘ Ws Vy y = 
Zyl = ——— 


Be a (26a) 


Vo ioe Vg 


Die Reihen (15a) sind daher als bekannt anzusehen; so ist 


Cf = In o(2 In a.) — (m = ae In 7) In “a, 
g 


g 


@- he k kya |5 eat ine — Zin 7) 
x | : p22 | 
ge 
df = Nin 7, 
dt = — NR =—-N Ay Fy=N [5 + 5% In — ¢(2in )| 


5 CuUsOS noe ONC SOs ONO. .CeceorOn Ga quero, DP ROSGeUnGagG CetmcmQiried saCmreti Cech Cece Ono) a) 


so daB die in 2.1 gestellte Aufgabe geldst ist. 
3. Der Zusammenhang der allgemeinen Formelin 
mit den bisher bekannten 


Die bekannten «klassischen» Durchgriffsformeln (W. ScHoTrKy, M. von 
Lave, M. ABRAHAM und andere), die im wesentlichen die Gestalt 


§ Seis 27 
20a ot) 2H 0 ey) 


* 
DF, = 


1) Der Betrag der Koeffizientendeterminante nahert sich fir 9/7, > 0 dem Wert 


Q 


Ff 
Sn hes. 
h *g 
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fiir die Plattenrdhre bzw. 
1 —In (Ne@/rq) 
N dn (r4/7,) 


Diy = (28) 
fiir die Zylinderréhre haben, lassen den Zusammenhang mit (14a) bzw. (26a) 
erkennen. Um klar zu erkennen, in welcher Weise die hier angegebenen all- 
gemeinen Formeln in die genannten Naherungsausdriicke tibergehen, soll (im 
Hinblick auf den Grenziibergang m, oo) von den Beziehungen 


i] g2 a2! . ; , m2 4 
log o(2) = log (22 #20 sin 2*) + 0(5-), Ze = se +05) 29) 
a 


oe é —_ 
It Ws 4 Ws 3 03 


Gebrauch gemacht werden; diese ergeben sich leicht aus der bekannten Pro- 
duktdarstellung fiir die o-Funktion. Mit Hilfe von (29) erhalt man im Falle 
der Plattenrdhre 


2a\ 21a ioe" 2na — (42/5) i 
Ino(=*) =—In2n Fae ee ee )+0(-), 
a : R 2artin® 22a Safle 
mrad (a Na lca 5) 


und daher nach (14a) fiir den Durchgriff 


Ph 
Ine Seep in (ores eeaiie of *-) + 0( 2) 
Q ee ee J 


22 rs 
2na (oe 
T(E) 
Ss Ss 


Dp, > 


Die entsprechende Rechnung liefert fiir die Zylinderréhre den Ausdruck 


; 
N 2N / n2 4 
1 — In a+ In [1 —(7"} |+ 0( te ) fs 0o( 2) 
ROE LAE EY De SY tee 


N 19 78,44 0( e) ; 
Vg ‘9 

und es ist nun deutlich zu erkennen, unter welchen weiteren Annahmen die 
beiden letzten Ausdriicke in (27) bzw. (28) iibergehen. Obwohl fiir diese Nahe- 
rungsformeln, die urspriinglich im wesentlichen in der angegebenen Gestalt 
abgeleitet wurden, in den letzten Jahrzehnten einfache Korrekturglieder be- 
rechnet wurden (F. OLLENDORF, L. OERTEL und andere), zeigen alle diese 
Formeln durch den Vergleich mit den genauen Darstellungen (14a) und (26a), 
daB bisher nicht einmal die (in den Zahlern vorkommenden) absoluten (das 
heiBt von o/s bzw. o/r, freien) Glieder exakt erfaBt worden sind. 
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Summary 


Formulas are given for the reciprocal of the electrostatic amplification factor 
of a vacuum tube with plane or cylindrical electrodes. Whilst the formulas 
deduced by W. ScuotrKy, M. Apranam, F. OLLENDORF, L. OERTEL and others 
made special assumptions with regard to the grid-cathode distance, thickness of 
the grid wires, etc., no assumptions are made in this paper except that the 
potential distribution is considered to be two-dimensional. Full use is made of 
the Weierstrass functions; thus the calculation leads to a infinite system of linear 
equations, which can be solved with the aid of certain power series. It is shown, 
how the formulas, which are deduced in this paper, and the approximations 
hitherto known are related to one another. 

A further short paper will point out, how the relations, deduced in the present 
paper, can be evaluated numerically, and an appendix will give exact proofs for 
the operations, performed with the above mentioned infinite system of linear 


equations. 


(Eingegangen: 22. 5. 1950.) 
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Der Adiabatenkoeffizient dissoziierender Feuergase bei 
adiabatisch-isentropischer Entspannung 


Von GERHARD KLOBE, Paris 


Unter Annahme der idealen Gasgesetze gilt fiir eine dissoziierende Gas- 
mischung 
PV DHA). (1) 


Das Symbol R bezeichnet die Gaskonstante (giiltig fiir ein Mol). Ferner ist 
2 = Summe der Einzelmolzahlen als Funktion von T und P durch vorher- 
gehende Rechnung bekannt. Somit ist auch das Volumen als Funktion von T 
und P bekannt. 


P : (2) 


Fir die praktische Auswertung schreiben wir die Summenmolzahl 2» als 
Produkt einer GréBe 2'n® (= Summenmolzahl ohne Dissoziation, Grenzwert 
fiir tiefe Temperaturen) und einem Molzahlkoeffizienten 


n= y 2 n°. (3) 
Somit gilt an Stelle von (2) 
anOoR T 
Vay. ( 


Bei der Differentiation ist jedoch jeweils zu beachten, daB y eine Funktion von 
TJ und ist. 


Fir die Entropie als Funktion von T und P kann ferner geschrieben werden: 
0s Os 
as = oT ahh ao OP aP. (5) 
Aus (5) folgt unmittelbar fiir dS = 0 


dT\ _ (0S/0P)7 
lam )e = (6S/0D)p (6) 
Fir praktische Anwendungen ist der Ubergang zu logarithmischer Darstellung 
zu empfehlen 


(gee) _ _(0S/d1n P)r 
ain Pig =~ rrosioryp (7) 


Unter Benutzung von 


1 
aT T° OT (8) 
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und 


1 1 OH 
OP —plySwR- 7-555) (9) 


und Einsetzung von (8) und (9) in (7) folgt 


(FE Se no = (1/7) fon soinP) 
din P ), Se (19) 
oder gleichwertig unter Einsetzen von (8) und Benutzung von (11) 

OS = i @iha 17 Pa ae Olny 

(53), Foon me peel bles ) (11) 
in (10) 

dln D Zn R [y + T (dy/0T)] ; 
Ge Ps = oi GysaLwe a) 


Pir nichtdissoziierende Gase wird y = 1; OH/OT = C, 2 n° und C, — C, = R, 
wobei C, und C, die spezifischen Warmen bei konstantem Druck und konstan- 
tem Volumen fiir 1 Mol Gasmischung bedeuten. Unter Einfiihrung von x=C,/C, 
ergibt sich dann die bekannte Formel 


ain Re —= Ih 4 ae. 
Gur), ican? Gas ohne Dissoziation. (13) 


In Bereichen ohne wesentliche Temperaturabhangigkeit der spezifischen War- 


men bzw. von x folgt alsdann durch Integration zwischen den Anfangswerten 
P,und T,; und den Endwerten P, und 7, 


ace (ey Gas ohne Dissoziation. (14) 


Vorstehende Darstellung kann auch auf dissoziierende Feuergase tibertragen 
werden, wenn der sogenannte (P, 7)-Adiabatenkoeffizient 4 mit der Definition 


din: T 
Ls (jae). >) 


und mit den praktischen Bestimmungsgleichungen (7), (10) und (12) nicht 
allzu stark verdnderlich ist. Dann ergibt sich durch Integration von (15) 


ores (5 a) (16) 
Fiir nichtdissoziierende Feuergase gilt die Gleichung (13) sowie y = 1, und 


hiermit folgt weiter 


inp) ee Gas ohne Dissoziation. (17) 
aineP as x 
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In Bereichen ohne wesentliche Temperaturabhangigkeit der spezifischen War- 
men bzw. von x folgt alsdann durch Integration zwischen den Anfangswerten 
P, und V, und den Endwerten P, und V, 

EL = (Fy Gas ohne Dissoziation. (18) 


u 


Vorstehende Darstellung kann auf dissoziierende Gase tibertragen werden, 
wenn der sogenannte (P, V)-Adiabatenexponent & mit der Definition 


Slee a9) 


und mit der praktischen Bestimmungsgleichung 


(Ser) =(1+ ay or) (ep) its Bs (20) 


adinP js \ y OT)\dinP y omP 


nicht allzu stark veranderlich ist. Dann ergibt sich durch Integration 


P V;\k 
z= (y) (24) 
oder 
V. / P\uk 
ait (3) (22) 


Aus berechneten Zahlenwerten ist ersichtlich, daB diese fiir verschiedene Werte 
von Druck und Temperatur nicht konstant sind, da bei hGheren Temperaturen 
um 3000° K (und besonders bei kleinen Drucken) infolge zunehmender Disso- 
ziation die Warmekapazitat 0H/0T relativ hoch wird, und da gleichzeitig der 
Warmeinhalt H druckabhangig wird und der Molzahlkoeffizient y sich mit T 
und P andert. Teilweise wird das Anwachsen der Warmekapazitat im Nenner 
der rechten Seite der Gleichungen (10), (12) und (20) fiir (dln T/d1n P), und 
(dln V/dln P); kompensiert durch ein entsprechendes Anwachsen der Glieder 
im Zahler fiir den Bereich der héheren Temperaturen. Diese Bemerkung ist als 
Warnung wichtig. 

Speziell der (P, V)-Adiabatenkoeffizient darf nicht einfach als x = C,/C, 
definiert werden. Falls x bekannt ist, kann zwar der (P, V)-Adiabatenexponent 
k in folgender Weise berechnet werden 


+= ((GE0)|- (dF), ° 


Vorstehende Berechnungsméglichkeit bietet jedoch keinen Vorteil, da nicht 
C, — C, = R gesetzt werden kann. Fiir die zahlenmaBige Berechnung von k 
ist vielmehr (19) in Verbindung mit (20) zu benutzen. 
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Die relative Molzahlerhéhung infolge Dissoziation betrigt yi 1. ole ereibt 
sich aus folgender, hier nicht abgeleiteter Gleichung als Funktion des Druckes 
und der Temperatur 


Vane = (=) [(y¢rs, ps) — 1) t]. (24) 


Fiir eine bestimmte Rechentemperatur T7* und einen Rechendruck P* ist 
somit (r+, p») bekannt. Damit laBt sich aus Gleichung (24) fiir jeden beliebigen 
Druck und Temperatur der Molzahlkoeffizient leicht bestimmen. 

In Gleichung (24) bedeuten noch 


© = Q/R °K eine Temperaturfunktion, 


T = exp a - 7) | = eine Exponentialfunktion, 


y = einen Koeffizienten fiir die Druckabhiangigkeit. 


Fiir © gilt im Bereich der iiblichen Feuergase 
a) bei SauerstoffiiberschuB 


b) bei st6chiometrischen Gemischen ee AULUEY 1S 
c) bei BrennstoffiitberschuB © = 26000° K 
und fiir v 
a) bei SauerstoffiiberschuB vy = 0,38 
b) bei st6chiometrischen Gemischen 0/333, 
c) bei BrennstoffiiberschuB y = 0,50. 
Setzt man nun weiterhin 
Cs =F Ce == Dy n° V(r*, P*) R (25) 
und Ve 
Bs uw 6 
Cs => ibe et cm ) (2 ) 
wobei 


AH,, = Ausgangsenthalpie in cal, 
T, = Ausgangstemperatur in °K, 
T, = Nullpunktstemperatur in °K 


bedeutet, so kann man bei bekannten Werten von y+, px) & leicht berechnen. 
In den folgenden Tabellen 1 und 2 sind yrs, ps) und die Funktion t sak jeclg a 
wobei yr«, ps) auf einen Rechendruck von P* = 16 ata, T* = 3000° K und + 
auf eine Rechentemperatur von T7* = 3000° K bezogen ist. 

Fiir nachstehenden Zweck ist die Bruttozusammensetzung des Feuergases 
mit 1g Atom Kohlenstoff, A g Atome Wasserstoff, Bg Atome Sauerstoff, 
C g Atome Stickstoff und D g Atome Schwefel gegeben. 
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0090'T 
€790'T 
0S90'T 
+890'T 
OZL0'T 
£080'T 
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OTLO'T 
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O¢so'T 
9Fb0'T 
STEO'T 
+b7Z0'T 
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0ZS0'T 00‘¢ 
CSso'T OS‘t 
0090‘T 00‘r 
0S90‘T 09€ 
OTLO'T o¢‘€ 
TLLO‘T Ole 
6680'T 06‘Z 
SCOTT 09'Z 
OFTT'T | (r0S‘2 | OT 
STLOT 0¢‘Z 

ISSO'T 0z‘Z 


CT+O'T Ole 
CCZO'L 06‘T 
FSTO'T OS‘T 


(ad “eL)4 gq F 


Bye OT = xd PUN MI OOOE = +L 279 
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T 1eqeL 
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Tabelle 2 

‘ al 
Hilfsfunktio = = ee ees 
tsf nm t= eXp | (3) a Te 
fiir eine Rechentemperatuy T* = 3000° K 


)| zuy Bestimmung von (> P) 


ae Rit T a ws T 
fiir fiir fiir fiir 

Ke O = 26000° K | © = 20000° K 1K @O = 26000° K |O = 20000° K 
1500 0,001 2600 | 0,264 0,358 
1600 0,003 2700 0,381 0,476 
1700 0,001 0,006 2750 0,455 0,546 
1750 0,002 0,009 2800 0,538 0,621 
1800 0,003 0,012 2900 0,742 0,795 
1900 0,007 0,021 3000 1,000 1,000 
2000 0,013 0,036 3100 1,320 10239 
2100 0,024 0,057 3200 1,716 1,516 
2200 0,043 0,089 3250 1,945 1,667 
2250 0,056 0,108 3300 2,199 1,883 
2300 0,071 0,131 3400 TS} 2,190 
2400 0,115 0,189 3500 3,452 DO 
2500 0,176 0,263 


Danach gilt fiir »' fiir Gemische mit einer Bruttozusammensetzung nach 


Tabelle 3 
Tabelle 3 


Dn 


| Das Gemisch enthalt auf 1 g Atom Kohlenstoff 


Brutto- A g Atome H A g Atome H Ag Atome H 
zusammen- | B g Atome O Bg Atome O Bg Atome O 
setzung in g C g Atome N C g Atome N 
Atomen Dg Atome $ 
Stéchio- : A A 
metrische A Lin = Y(T, P) (1 a 5) ie = VT, P) (1 + 5) 
Gemische 2'n = 7, p) (1 ar 3) C C 
Brennstoff- + a ae a a7) 
uiberschuB 
A B 

aati oO clang 0 0 Ia Wy: ide 
Gemische , San = Yr, P) lap 1 =) i 
mit Sauer- |», _ y i Saat Mage BS 
stoffiiber- Cretan ts ey ee 2 
schuB 2 


wobei B = Gesamt- 
sauerstoffzahi — 2D ist 


400 GERHARD KLOBE ZAMP 


Beispiel: Verbrennung eines Kohlenwasserstoffes mit fltissigem Sauerstoff 
im stéchiometrischen Verhaltnis 


CH; =. ‘leis, O; = CO; a H,0O. 
Es ist 
A=2: B=3; LX n°=2; aus Tabelle 1. 


Yir+, ps) = 11049; v = 0,333; O = 20000° K. 
Die Ausgangsenthalpie (Heizwert des Brennstoffes) sei 
AH,, = 155000 cal 


und die Verbrennungstemperatur ergebe sich unter Beriicksichtigung aller 
moglichen Dissoziationsreaktionen bei einem Ausgangsdruck 


P,= lata. zu T,=3100° K. 


Aus Tabelle 2 ergibt sich fiir t = 1,239 und aus Gleichung (24) 


16 \0,333 
vei (4 ) . (1,1049 — 1) - 1,239 = 0,327 


bzw. 


Y(3100° K, Pj=1 ata) — 153274, 
Damit ergibt sich 
Gs nj Cy = Vir, P) » n° Ik = an R 


== e327 . 2 ¥ 1,987 = 5,308 ’ 


155000 
>= 390473 
und endlich 


Fiir Ausstr6mungsvorgange heiBer Feuergase aus Lavaldiisen kann der nach 
obenstehender Methode berechnete Adiabatenkoeffizient k naherungsweise bis 
zum engsten Querschnitt hin als hinreichend genau betrachtet werden. In der 
Diise selbst, das heiBt wahrend des Entspannungsvorganges, ist jedoch der 
wiedereintretenden Riickdissoziation Rechnung zu tragen, womit jeweils ein 
mehr oder minder starkes Anwachsen von k verbunden ist. Naherungsweise 
kann in diesem Teil mit der Einfriertemperatur des Wassergasgleichgewichtes 
gerechnet werden, womit k zwischen 1,22 bis 1,25 zu legen kommt. 
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Anhang 


Es werden noch zwei Diagramme mitgeteilt, mit deren Hilfe es méglich ist, 
die Verbrennungstemperaturen tiblicher Feuergasgemische im stéchiometri- 
schen Verhaltnis als Funktion des Heizwertes und des Druckes zu ermitteln. Es 
ist dabei zu beachten, daB die Verbrennungsgleichung jeweils auf 1 g Atom 
Kohlenstoff zu beziehen ist. 

Die Diagramme gelten fiir die Verbrennung nichtstickstoffhaltiger oder 
stickstoffhaltiger Brennstoffe mit nichtstickstoffhaltigen bzw. stickstoffhalti- 


R=lata Oxi lm d Gare 
ey pee ae a pa 
50Ub\- 
N 
Ke 
2500 
200. 
| ie 
‘500 1000 7500 ZO Ai, Realky 
ried, 
A=2 
Ams 
3500 es 
© 
Tees 
000 - 
2500 
j 
All snail el - 
70 7600 AW Zi0 Hh, ealhg 


gstemperaturen von Feuergasen im stéchiometrischen Verhaltnis bestehend aus 


am g Atom Wasserstoff, B g Atom Sauerstoff, C g Atom Stickstoff. 


1g Atom Kohlenstoff, A 
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gen Sauerstofftragern im Bereich stéchiometrischer Verhaltnisse. Fur andere 
Drucke als 1 bzw. 16 ata laBt sich T, mit hinreichender Genauigkeit nach fol- 
gender Beziehung berechnen: 


Ti p)= Cc log ee 
(C: = A; i(P=16ata) Tip =tata) 
i 1,204 . 
Summary 


The (p, v) adiabatic coefficient can not be defined as C,/C,, for dissociating 
combustion gases. 

An equation is given which allows a simple determination of the (fp, v) 
adiabatic coéfficient k as a function of the pressure and the temperature for the 
range of the usual mixtures of combustion gases, if the coefficient for the relative 
increase of Mol-number due to dissociation a(T, p) is known. 

Furthermore two diagrams are given by means of which the combustion 
temperatures T, can be determined as a function of the specific heat within the 
range of usual combustion gas mixtures, especially in the stoichiometric ratio. 


(Eingegangen: 13. 4. 1950.) 
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The Airfoil Equation for a Double Interval 


By Francesco G. TricomI, Pasadena, Calif.+) 


1. In the aerodynamics of an airplane of conventional type the airfoil equation: 
*b 


= | a= no, (bSx<m Qh 


x y 
=b 
plays a fundamental role. Here the asterisk signifies CAucHyY’s principal value of 
the integral and 2 b is the span of the lifting surface (wings). 
This integral equation can be solved by means of the well-known formula 


of SOHNGEN 
i pif ye ) 2 


where C denotes an arbitrary constant, of which I gave recently a new proof free 
of aeons restrictions?). 
» California Institute of Technology, Research sponsored by the Office of Naval Research, U.S.A. 
2) F. G. Tricomt, On the finite Hilbert transformation, Quart. J. Math., Oxford [2] (1951). 
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In the case of modern airplanes with swept-back wings there is, however, an 
important change, because—as the figure shows—some straight lines perpendic- 


ular to the plane of symmetry of the aircraft cut the (idealized) lifting surface 
along two separated segments AB and CD. Hence in such a case we have to deal 
also with integral equations of the form 


*R *1 
ce We inet tA (@<|*1 <1) (3 


where # is a positive constant less than 1). 
The purpose of this short paper is to show that this equation can be explicitly 
solved by means of the formula 


k 
yo) an =| O=H ee 0) ee is 6, 7 Cy} Xx | 
ahs sf 


| (4) 
sgn # 
“VG — 7) GF) 


where k< | x |< 1, C, and C, are two arbitrary constants, and 


*_k *T = ee Ss 
aes elite y* /(y) fs 
sa eae af [E yee =e dy. (5) 
-1 k 


For an alternate form of the solution see the number 4. 


1) See H. Lomax and M. A. Hrasver, Linearized Lifting-Surface Theory for Swept-back Wings 
with Slender Plan Forms, Nat. Adv. Com. Aeron. Rep. No. 1992 (1949), where the problem is solved 
in a much more complicated manner. 
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i 
2. If we put : 
( (7), (R< |¥1< 1) jf), (R< |*1<}) : 
p* (x) = » (4) = 
lo, (lz|<) (x), (|¥1< &) 


where w(x) represents the unknown values of the integral on the left of (3) 
for —k< *<k, the given equation assumes the form (1) with gp = 9*, f=f/*, 
b = 1. Hence, in virtue of (2), we can write 

{ 


1 p(y) Cc : 
hd Bi a 0-4 [VS eh ae oe yi— x’ (6); 


where g(*) has the expression (5) and C is an arbitrary constant. 
The function *(x) must vanish identically for | ¥|< k. Hence the anne 
function y(*) has to satisfy the integral equation 


l feo SOG rere are ee OP oles: 


which is of the type (1) again. Consequently, using (2) again, we get 


ab te Lf 1 (i — y? et k?— y?) gly) ae _ Cre C ae 
1 — x?) (k® — x2) yx * V(l — x) (R® — x?) | 
(| ¥|< #) y 
where C’ is a further arbitrary constant. 
3. With the previous formula our problem is potentially already solved but, 


in order to get the explicit expression of g(x), we have to substitute the obtained 
expression of y(¥) into (6). In this way, supposing k< | *|< 1, we find 


a 


k YE. of te = Sn 
tes a Mf fae Leer aa a Be | 
Pia) = 8) + Fe | Vi yee isi Ver a-y 4 
- —k 


1 1— y? Cy+C’ dy Cc 
a i-a Va-yy;-y) y-*  Yiom 
ok y . 


But the order of two integrations: one with astevisk and the other without, can be 
freely interchanged under very general hypothesis!), while, on the other hand, 
for x real but outside of (—k , k), we have 


i al 2 A Lae x | 
a Vit — 48 “ees Vx? — k® : 
(8) 
Lf ay sen x 
Fi yx Vx? — kh?’ 
1) See my quoted paper. In the actual case it will be sufficient that the function 


((1 — 23) (k4 — 22)]1/2 g(2) 
belongs to the class L? with p > 2 in the range (— k, k). 
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hence, putting C = —C,, C’ 
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hence 
k sa a k 
1 aut) (Uae Ly 
9(%) = B(%) + = jae — al ie dz ie me eee 
<k = Veta ah eid 
*k 
a, / (Ua) eee. yee) 1 dy 
J. ae aoe : VR? — y Ve 
C| x |+ C’ sgn x 
Ji) 
_ Now the second double integral vanish identically since 
d 
ae 2, (lz |< kh) 
4, VR SI 
while, using the second formula (8) again, we have 
k k 
1 ff ]/ (1 — 2?) (Rk? — 2?) g(z) ‘ 1 dy 
m2 y Teer Baek Cee / ie ee 
=f 2B mee, 
k 
= 2 a we fv V(1 — 22) (hk? — 2?) Natl dz: 
- = = 2 4 
EL yi a2 he) oy 


—C,, we are thus getting (4) without more ado. 


4. The integral on the right side of (4) can be simplified a little. In fact we have 


ie he 


k k 
2) 1 az 
[ve-*) Oy 2? — ig It [ ve= a See 
=f k 
= ee i 
f 3 uN 
x L iets 
fle, 
ih 
OR ae scence 1 
J AAD! inet ee as 
Se Gr is es a ee 
ee k —k 
But 
k 
= [VB=# = |x? — -k?sgnx%— 2%, (k= | 4] <8 
, wt 
—k 
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and similarly for the integral with z — y instead of z — ; hence 


52 2 2 g(z) x 
[va=art Ee Bag dz 


ne a ee reg pipes 5 = 
= =H Hl ya at Vyi a B sgn — Vea BSB * yi yf) ay 


Hea, 3 


i died 2 


r fs +/ Va? = — PR sgn 7 — Vy? - = - kh? sgn v A i) ay eee 


This shows that the final formula can be put also into the alternate form 


ns Cite Ge 
Va — #) (2 sag $b 


where C’ und C” are two arbitrary constants. 
I hope that the previous formulae will be of some utility in the calculation of 
modern airplanes. 


Zusammenfassung 


Die vorliegende Notiz steht in Zusammenhang mit einer der letzten Arbeiten 
des Verfassers, in welcher die Giiltigkeitsbedingungen der bekannten Sdéhngen-_ 
schen Lésung der Tragfliigelgleichung bedeutend erweitert worden waren. Es 
wird gezeigt, daB die Séhngensche Formel auch dann eine explizite Lésung 
liefert, wenn das Integral der Tragfliigelgleichung auf ein doppeltes Intervall er- 
streckt wird, ein Fall, wie erin den modernen «Swept-back »-Flugzeugen vorkommt. 
Die so gefundene Lésung enthalt zwei willkiirliiche Konstanten. 


(Received: March 27, 1951.) 


ee 


Cavitation Pressures and Damage 


By Spyro Kyropoutos, Pasadena, Calif., U.S.A.}) 


ie 


The interest in the magnitude of cavitation pressures stems largely from 
observations of cavitation damage. The oldest laboratory method of observation 
consists in exposing a specimen to cavitation in an apparatus which is, basically, 
a venturi. In order to meet special conditions, to reduce cost and to obtain results 
faster, several other methods have been developed. Simulating more or less 
conditions of “‘cavitation’’ damage observed in practice, they all attempt to 
obtain results faster mostly for the evaluation of the cavitation resistance of 


1) California Institute of Technology, Norman Bridge Laboratory of Physics. 
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materials. The magnetostriction apparatus, although hardly resembling practical 
conditions at all, acquired great popularity mainly because it is the fastest method. 
Disregarding some rather peculiar features of the damage produced by that 
_ method, by and large, the damage produced by the various methods looks alike. 

It has been largely inferred from that fact that the basic hydraulic phenomena 
causing the damage are the same with all methods and, more generally, when- 
ever hydraulic damage is observed!). An outstanding causative factor associated 
with the damage, is considered the formation of air or vapor bubbles in places of 
underpressure and their subsequent collapse close to the specimen in regions of 
higher pressure. The pressures created in that process of collapse are supposed 
to cause the damage. This concept predominates ever since Lord RAYLEIGH’S 
[1]*) investigation of the pressures involved in bubble collapse. 

Now, ACKERET [2], an undisputed expert and authority in the field, states 
that in his shock apparatus bubbles cannot form, the appearance of the damage 
being as usual. This statement and a careful critical study of the literature raises 
two questions: 

First, could not the formation of bubbles, at least in some cases, just be an 
indication of some not yet fully understood damaging process? And, could not, 
again in some cases, the damage be caused by suction rather than by pressure ? 
The German expression “‘Hohlsog”’ (cavity suction) for cavitation might suggest 
that this alternative interpretation of the phenomenon has been considered before, 
although the writer failed to find such indication in the literature. 

Second, as hinted above: is similar damage necessarily an indication of a 
similar causative mechanism of hydraulic damage? It should not be overlooked 
that, except in very few cases (e.g. combustion), the phenomenon of “‘damage”’ 
is a characteristic of the material rather than of the process that causes it. This 
is particularly true of the behavior of metallic solids when exposed to the action 
of mechanical forces. Hence, faced with the deformation and damage phenomena 
observed, all one can tell is that they are caused by mechanical forces the true 
nature of which may vary with the conditions of the experiment. This view is 
supported by otherwise hardly reconcilable evidence in the hterature of which 
it suffices to quote two extreme cases [3], [4]. 

There is, however, one significant exception in the realm of mechanical de- 
formation, viz. the appearance of twinning (Neumann bands) notably with pure 
iron, which, except for low temperatures, is caused exclusively by shock. Obviously 
this criterion lends itself to a more thorough comparative study of the various 
“cavitation’’ phenomena and methods. 

The preceding section may serve to indicate briefly a number of points which 
need clarification in the basic study of hydraulic damage. The phenomena of 
metal deformation associated with it lead to one of the most controversial issues 
of the whole field: the magnitude of “‘cavitation”’ pressures. 


te 


There are two schools of thought, the ‘‘low pressure’’ hydrodynamic school, 
essentially represented by ACKERET and DE HALrer [5] and the “high pressure ” 
school, represented by workers who base their argument on metallographic 
evidence. Representatives of this school are e.g. VON SCHWARZ and MANTEL [6]. 


1) The term ‘‘hydraulic damage” is more general and appears preferable to “cavitation 
damage” which is by usage associated with collapse of bubbles as a cause and, in most cases, 


expresses more than we know for sure. 
2) Numbers in brackets refer to References, p. 410. 
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ACKERET and DE HALLER [5] characterize the situation as follows: “‘The 


present situation is odd inasmuch as metallographers seem not to get along with-— 


out the high pressures, whereas the hydrodynamicists cannot find them.” 

The figures are about as follows: at most 900 to 1600 kg/cm? (ACKERET, etc.) 
vs. 9000 to 32,000 kg/cm? (von SCHWARZ, MANTEL, etc.) and the discrepancy 
exists between the low measured and computed figures (DE HALLER [7]) and the 
high ones supposedly required to explain the deformations of metallic solids 
observed. 


The argument advanced against ACKERET and DE HALLERis, essentially, that 


their measurements of pressures by means of a piezoquartz are too crude, yielding 
only the low pressure average over too large an area, against the “‘real’’ high 
local pressures. 

This argument does not appear cogent on inspecting e.g. the photomicro- 
graphs reproduced by BoETCHER [8] and Mousson [9] of gun metal and stainless 


steel, showing surface waviness and strain lines in the first case and slip planes 


(possibly also twins) in the latter, all associated with more or less heavily eroded 
crystal boundaries. The pictures shown are undoubtedly areas of relatively large 
specimens and there are no indications of alternating small areas of so low and 
so high pressures as to average out—necessarily—to the low values measured and 
calculated by the hydrodynamicists. 

The arguments of the high pressure school against “‘low’’ pressures are, thus 
far, negative and subject to doubt. We proceed to show that, as far as ‘“‘high”’ 
pressures are concerned, they suffer from a decisive oversight which may in- 
validate them entirely. 

All the pictures, found so far, purporting to demonstrate high pressures with 
various signs of deformation for evidence, have two aspects in common: evidence 
of plastic deformation restricted to the surface and more or less eroded crystal 
boundaries. There is, furthermore, perfect agreement in the literature that “‘cavita- 
tion’’ attack starts in the grain boundaries, etc. before affecting the grains proper. 
This indicates, strongly, that the visible plastic deformation of the grains con- 
stitutes a second stage in the attack. Indeed, in fine-grained structures, which are 
basically more resistant, as has long been known, evidence of deformation is 
usually considerably less pronounced. 

It can be accepted that the high pressures necessary for plastic deformation 
of the polycrystalline material in ordinary tests (here presumably compressive 
tests) amount to 9000 to 30,000 kg/cm?. It has been inferred that the same high 
pressures must obtain in “‘cavitation’’ in order to produce a similar plastic 
deformation. 

There is no evidence in the literature that it has ever been considered that the 
two cases are not strictly comparable, since, in the ordinary case, the grains are 
cemented together by the intercrystalline substance, whereas in the case of 
cavitation that supporting cement is largely eroded!). 

In other words, in the latter case we are dealing, not with a smooth poly- 
crystalline surface as in testing materials, from which the high figures are derived, 
but instead with a surface from which single crystals protrude. 


1) In view of the fact that in some cases the specimens exposed to cavitation were drastically 
quenched from elevated temperatures, e. g. the stainless steels, it is possible that the plastic deforma- 
tion observed after cavitation was, actually, sometimes due to cooling stresses and only revealed 
by cavitation which in its initial stages acts almost like a metallographic etch. 

A very instructive photomicrograph of calcium as cast, plastically deformed by such stresses 
is shown by Everts and Bactry, Trans. Electrochem. Soc. 93, 265 (1948), fig. 2. 


— 
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Now, it is a well-known fact that it takes a materially smaller pressure to 
deform plastically a single crystal than it takes to deform a polycrystal because 
of the strengthening effect of the crystal boundaries [1 0]. In the case of aluminum, 
whose face-centered cubic structure permits slip in several planes, data are avail- 
able and the ratio of the pressures required is about 1:4 [11]. Hence, even in this 
for our argument comparatively unfavorable case, the deformation pressure, 
necessary to produce slip in the surface, that is, in the single crystal part deprived 
of its strengthening boundary cement, would be of the order of about 2000 kg/cm? 
which comes rather close to the ‘‘hydrodynamic”’ lower pressure figure. In the 
case of hexagonal crystals, such as zinc and cadmium, the ratio is about 1:15. 

Although this reasoning is, quantitatively, only a rough approximation, it is 
obvious that the effect must be real and deprives the deformation argument 
against “‘low’’ pressures of its physical basis unless much refined measurements 
can demonstrate, against present indications, that deformation takes place with 
the strong materials quoted with intact crystal boundaries. 


Fig. 1 Fig. 2 
Section through metal: Section through metal: 
crystal boundaries intact—true poly-crystal. crystal boundaries partly eroded (dark) 


leaving small single crystals. 


It is equally evident that the effect must be smaller, the thinner the grain 
boundaries are. Other things being equal, they are the thinner the smaller the 
grain size, since the same amount of intercrystalline “‘cement”’ is, in that case, 
spread over a larger over-all surface. This is substantiated by experimental 
evidence, showing less grain deformation with smaller grained specimens. 

In practical cases the thickness of the crystal boundaries is largely determined 
by the quantity of impurities insoluble in the metallic solid. Our investigation 
shows the practical importance of keeping the concentration of non-isomorph- 
ously soluble components (i.e. impurities) as low as possible ‘in order to obtain 
the thinnest possible crystal boundaries and, thus, the maximum of intercrystal- 
line support and, by virtue of this, the maximum possible resistance to cavitation 
damage. This resistance is less determined by small grain size but rather by thin 
crystal boundaries. 

Summary: The relation between cause and effect in hydraulic (so-called 
‘“‘cavitation’’-) damage is briefly critically surveyed. It is pointed out that ap- 
pearance of the damage is characteristic of the properties of the material rather 
than of the process that causes it. The exceptional case of the formation of Neu- 
mann bands may be used to gain deeper insight into the damaging mechanisms. 

In some cases the plastic deformations attributed to cavitation, may be, 
actually, deformations by cooling stresses, revealed by subsequent cavitation. 

It is shown that plastic deformation of polycrystals under cavitation 
conditions is not strictly comparable to plastic deformation under ordinary test 
conditions, because in the cavitation case the erosion of the sakerery sea 
cement greatly reduces the mutual support of the grains, converting the other- 
wise smooth surface into a surface of protruding laterally poorly supported single 
crystals which are much easier to deform. 
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It is estimated from experimental data that, as a consequence, the magnitude 
of the cavitation pressures might range from 1/4 to 1/15 of those hitherto ag 
inferred from metallographic evidence, which would bring them considerably 
closer to the values measured and calculated by ACKERET and DE HALLER. 

Conclusions suggest themselves with regard to cavitation resistance of metallic 
solids. 
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Zusammenfassung 


Der Erfolg der Wirkung einer Kraft auf ein Material (zum Beispiel plastische 
Deformation von Metall) ist im allgemeinen vorwiegend eine Materialeigenschaft, 
daher ungeeignet zu zwingenden Schliissen auf den Mechanismus der Kraft- 
wirkung. Daher wird der allgemeinere Ausdruck «hydraulische Schadigung» vor- 
geschlagen, im Gegensatz zu dem allzu bestimmten « Kavitationsschaden ». 

Beziiglich der hierbei auftretenden DruckgréBen bestehen zwei Anschauungen, 
die hydrodynamische und die metallographische. Erstere fiihrt zu Drucken von 
900 bis 1600 kg/cm?, letztere auf Grund von vergleichenden Deformationsbeob- 
achtungen an polykristallinem metallischem Meterial zu 9000 bis 32000 kg/cm?2. 
Die vorliegende Studie betrifft die Deutung dieser Beobachtungen. 

Anscheinend stimmen alle Beobachter darin iiberein, daB die erste Stufe 
hydraulischen Angriffs in der Erosion der Korngrenzen besteht. Haufig ahnelt 
der Angriff einer metallographischen Atzung, so daB das Erscheinen von Defor- 
mationszwillingen bei hydraulischem Angriff, mangels weiteren Beweises, zu- 
weilen auch als Entwicklung einer Deformationsstruktur, herriihrend von Ab- 
schreckspannungen, gedeutet werden kann. 

Wenn nichts iiber die Eindringungstiefe der hydraulischen Deformation be- 
kannt ist, erscheint ein Kristallitenkonglomerat mit evodierten Korngrenzen ver- 
gleichbar lose aneinandergereihten Einkristallen, zu deren plastischer Defor- 
mation wesentlich geringere Drucke hinreichen als fiir polykristallines Material 
mit liickenlos ausgefiillten Korngrenzen. Im Falle des Al ist das Verhaltnis etwa 
1:4, bei hexagonalen Kristallen, wie Zn und Cd, etwa 1:15. Dies fiihrt auf Drucke 
der GréBenordnung von 2000 kg/cm2, notwendig fiir hydraulische Deformation, 
die den Drucken der hydrodynamischen Auffassung nahekommen. 


(Received: March 4, 1951.) 
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Varia — Miscellaneous — Divers 


Zweiter Internationaler KongreB der Union fiir Kristallographie 
in Stockholm (27. Juni bis 12. Juli 1951) 


Der sehr gut besuchte Internationale Kongre8 fiir Kristallographie wurde 
von Sir LAWRENCE Brace prasidiert, Ehrenvorsitzender war M. von Lave. 
Neben geschaftlichen Sitzungen und KKommissionsbesprechungen wurden in drei 
parallel durchgefiihrten Veranstaltungen mehr als 200 Kurzvortrage (Dauer im 
Mittel 10 Minuten) gehalten. Von der Tagung erschien eine iiber 100 Seiten um- 
fassende Zusammenstellung der «Abstracts of Papers». 

Diese Art der KongreBfiithrung hat ihre Vor- und Nachteile. Die Kurzvortrage 
konnten nicht viel mehr bieten als die Zusammenfassungen, die Diskussionen 
vermochten einige Punkte aufzuklaren, allein die starke Belastung der Teil- 
nehmer und die Verteilung auf die verschiedenen Parallelveranstaltungen waren 
der vollen Ausniitzung der auSerordentlich anregenden wissenschaftlichen Tagung 
hinderlich. Eine Beschrankung auf wenige Themata mit einigen Hauptreferenten 
und anschlieBender gemeinsamer Diskussion (besonders bei friihzeitiger Uber- 
mittlung der vollinhaltlichen Hauptarbeiten, die dann mehr nur noch erlautert 
worden waren) hatte vermutlich ein geschlosseneres Bild der Arbeiten auf dem 
Gebiet der Kristailstrukturbestimmung, der Kristallphysik und Kristallchemie 
vermittelt. Andererseits wurde so einer sehr groBen Zahl von Forschern Gelegen- 
heit gegeben, tiber ihre neuesten Arbeiten zu berichten und dadurch eine Vielfalt 
der Bestrebungen dokumentiert, mit der sich jeder Teilnehmer gerne vertraut 
gemacht hat. Zudem kam durch eine geschickte Gruppierung der Kurzvortrage 
doch eine gewisse Einheitlichkeit zur Geltung. 

In diesem Sinne traten besonders hervor die Vortrage im «Symposium on 
advanced techniques in structure determination» und im «Symposium on electron 
diffraction in gases». 

Im erstgenannten Symposium wurde tiber verschiedene auBerst wichtige Ver- 
besserungen dey Strukturbestimmungsmethoden durch die mathematische Behand- 
lung der Patterson-Diagramme und der Elektronendichtekarten referiert. Zur 
Behandlung kamen nicht nur neue, meist statistische Methoden zur Eliminierung 
von Schwierigkeiten bei der Deutung der experimentellen Resultate (zum Bei- 
spiel von A. L. Patterson, C. A. BEEVERS, D. WrincH, D. McLacuian, J. GAR- 
RIDO, D. Rocers, M. J. BUERGER, W. CocHRAN, H. HauprmMann, A. J. C. WIL- 
son, C. A. TAYLOR, H. Lipson, E. G. Coz, D. SAYRE, V. Luzzati, D. W. CRUICK- 
SHANK, D. P. SHOEMAKER, D. HERKER, J. A. GOEDKOOP usw.), sondern auch 
Angaben iiber die bei der Synthese zu beniitzenden photoelektrischen Maschinen, 
gewohnlichen Rechenmaschinen und Lochkartensysteme. 

Die Elektronenbeugung als solche (zum Beispiel Kikuchi-Linien usw.) wurde 
mehrfach (zum Teil unter starker Beteiligung japanischer Forscher) behandelt 
und fand dann im zweitgenannten Symposium Anwendung auf die Untersuchun- 
gen von Gasen verschiedenster Art (zum Beispiel durch L. EF. SuTTON, S.H. BAUER 
und Mitarbeiter, L. S. Barrett, L. O. Brockway, P. W. ALLEN, H. MACKLE, 
K. HEDBERG, V. SCHOMAKER, M. E. JONEs). 

Auch tiber Neutronenbeugung wurde von G. E. Bacon und C. G. SHULL be- 
richtet. 

Recht zahlreich waren interessante neue Stvukturbestimmungen an ovganischen 
Substanzen, wobei der Proteinstruktur besondere Aufmerksamkeit gewidmet war. 


412 Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques ZAMP 


Bei den Kristallstvukturen anorganischer Verbindungen seien diejenigen ein- 
facher und komplexer Oxyde (auch von Pa-Oxyden durch W. H. ZACHARIASEN, 
von Sb-Oxyden durch B. Mason) von Fluoriden und Verbindungen der Salpeter- 
saure (V. Luzzatt) beispielhaft erwahnt. 

Grokes Interesse erweckten ferner die Arbeiten iiber die Strukturen der Ferro- 
elektvika, der Metalle und ihrer Legierungen iiberhaupt und tiber die martensit- 
ahnlichen Kristallverbindungen. 

Auch iiber wichtige Mineralien, darunter die Tonmineralien (zum Beispiel 
durch G. W. BRINDLEY) erfolgten zahlreiche Kurzvortrage, wobei zum Teil den 
ungeregelten Strukturen mit verschiedener Periodizitat und den Kristalldefor- 
mationen eingehend Beachtung geschenkt wurde; letzteres auch in der Gruppe 
«Cold-worked metals». 

Berichte iiber Kvristallwachstum, Kristallsymmetrie, Instrumente und Modelle 
usw. erganzten, wenn auch liickenhaft, das zu beackernde Gesamtgebiet. Die Vor- 
trage werden in verschiedenen Periodika erscheinen, so daB sie, obgleich keine 
eigentliche Kongre8publikation erfolgt, bald zuganglich sein werden. 

Fiir die nachste Amtsperiode wurde Prof. J. Bljvoret von Utrecht zum Prasi- 
denten gewahlt. Der dritte KongreB wird 1954, vermutlich in Paris, abgehalten. 

P. NIGGLI 


Gesellschaft fiir angewandte Mathematik und Mechanik (GaMM) 


Der Vorstandsrat der Gesellschaft fiir angewandte Mathematik und Mechanik 
(GaMM) beschloB, die nachste wissenschaftliche Jahrestagung der Gesellschaft 
in der Zeit vom 4. bis 7. Juni 1952 (Pfingstwoche) in Braunschweig zu veran- 
stalten. H. GORTLER 


Erratum 


Beobachtungen an Wirbelrohren. Von HERBERT SPRENGER (ZAMP 2, 
Fasc. 4, 297 [1951]; Figur 4, links). Die Drehrichtung der Drallstrémung S, ist 
falsch skizziert. S, hat den gleichen Drehsinn wie S,. 
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_ Naturforschung und Medizin in Deutschland 1939 bis 1946 (fiir den 
Buchhandel bestimmte Ausgabe der Fiat Review of German Science) (Dieterich- 
sche Verlagsbuchhandlung, Wiesbaden). Preis je Band DM 10.—. 


Band 17 und 18: Geophysik, Teil I und II, Herausgegeben von J. BARTELS 
(Wiesbaden 1948), 237 und 321 Seiten. 


Das Ziel des zweibandigen Werkes ist die Vermittlung eines Uberblickes itiber 
die in den Kriegsjahren in Deutschland erzielten Forschungsergebnisse und iiber 
die in dieser Zeit erschienene Literatur auf dem Gebiete der Geophysik. Uber 
den behandelten Stoff orientieren am besten die Titel der einzelnen Abschnitte, 
namlich in Band 17: 1. Allgemeines; 2. Die Erde als Planet, Erdgestalt, Erd- 
inneres, Schwere; 3. Erdmagnetismus; 4. Tonosphare; 5. Atmospharische Elek- 
trizitat; 6. Geologische Anwendungen der Geophysik. In Band 18: 7. Seismik; 
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8. Ozeanographie; 9. Hydrographie; 10. Die Erde als geoditisches MeBfeld fiir 
Lage- und Hoéhenbestimmungen; 11. Das atmospharische Ozon. Vor dem Kriege 
konnte man sich an Hand der «Zeitschrift fiir Geophysik» jederzeit ein Bild vom 
Stande der geophysikalischen Forschung machen. Diese Zeitschrift. muBte wah- 
rend des Krieges ihr Erscheinen einstellen, und es entstand eine empfindliche 
Liicke, die nunmehr durch das vorliegende Werk ausgefiillt wird. Die tibersicht- 
liche Anordnung, unterstiitzt durch eine entsprechende drucktechnische Dar- 
stellung und durch ein Autoren- und Sachverzeichnis am Schlu8 von Band 18, 
ermoglicht dem Interessenten eine rasche Orientierung iiber jedes gewiinschte 
Teilgebiet. Man kann dabei feststellen, daB auf einzelnen Gebieten auch wahrend 
des Krieges namhafte Fortschritte erzielt worden sind. Besonders hervorgehoben 
sei ein imposantes Beispiel der kombinierten Anwendung geophysikalischer Pro- 
spektionsmethoden, namlich die geophysikalische Reichsaufnahme, iiber deren 
Resultate im Text, unterstiitzt durch instruktive Karten, von H. RricH in 
Band 17 berichtet wird. Lediglich der Orientierung halber sei noch erwahnt, daB 
einzelne Abschnitte besonders ausfiihrlich behandelt werden, naimlich in Band 17 
die zeitlichen Variationen des Erdmagnetismus und die Ionosphare, in Band 18 
die Ozeanographie. F, GaBmann 


Band 19: Meteorologie und Physik der Atmosphdve. Herausgegeben von 
R. MtaGce (Wiesbaden 1948), 306 Seiten. 


Der Band 19 gibt auf zirka 300 Seiten einen guten Uberblick tiber die Tatig- 
keit deutscher Klimatologen und Meteorologen wahrend der Jahre 1939 bis 1946. 
_ Der Inhalt ist nach den folgenden Teilgebieten geordnet: 1. Klimatologie; 2. Strah- 
lungsvorgange in der Atmosphare; 3. Thermodynamik und Physik der Wolken: 
4. Dynamik der Atmosphare; 5. Wetter und Wettervorhersage; 6. Meteorologie 
der hohen Atmosphare; 7. Meteorologische Instrumente; 8. Chemie der Atmo- 
sphare. ; 
Im ganzen wird tiber zirka 1100 in Deutschland erschienene Originalarbeiten 
referiert. Trotz der groBen Fiille des dargebotenen Stoffes macht der Verfasser 
darauf aufmerksam, daB fiir gewisse Grenzgebiete zur Erganzung mit Vorteil die 
Fiat Review benachbarter Gebiete zu Rate gezogen werden soll, vor allem die 
Bande iiber Geographie, Geophysik, angewandte Mathematik, Biophysik. 

E. Wanner 


Band 20: Astronomie, Astvophysik und Kosmogonie. Herausgegeben von P. TEN 
BRUGGENCATE (Wiesbaden 1948), 441 Seiten. 


Dieser Band beginnt mit einem Vorwort von M. von LAvE, welches auf knap- 
pen drei Seiten auf das, was einem Physiker, der von der Astronomie einen ge- 
wissen Abstand hat, als das Wesentliche erscheint, hinweist. Der Band umfaBt 
15 Artikel, welche von zwanzig Mitarbeitern verfaBt sind und zeigen, da® in 
Deutschland wahrend der Kriegsjahre auf fast allen aktuellen Gebieten der 
Astronomie gearbeitet worden ist. Da fiir alle Gebiete Mitarbeiter gewonnen 
werden konnten, die selbst aktiv und ma®geblich an der Férderung der Wissen- 
schaft mitgearbeitet haben, braucht kaum erwahnt zu werden, dab der Band 
durchaus auf hohem Niveau steht. Bei der Mannigfaltigkeit des Stoffes, der so- 
wohl die klassische Astronomie (Astrometrie, Orts- und Zeitbestimmung sowie 
Himmelsmechanik) umfa8t als auch die heute dominierende Astrophysik (Grund- 
lagenfragen, innerer Aufbau der Sterne, Sternatmospharen, solare rit 
Sternsysteme) wie auch die schon sehr in das Gebiet der theoretischen Physik 
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hineingreifende Kosmogonie, ist nicht daran zu denken, in dieser kurzen Be- 
sprechung auf einzelne Beitrage einzugehen. Es sei nur die Arbeit des Heraus- ‘ 
gebers hervorgehoben, welcher es verstanden hat, das ganze Gebiet in gliicklicher 
Weise zu unterteilen, den Umfang jedes Artikels in einem seiner Bedeutung ent- 
sprechenden Rahmen zu halten und die geeigneten Mitarbeiter zu finden. Als 
ein unter schwierigen 4uBern Bedingungen entstandenes Gemeinschaftswerk ver- 
mittelt es einen Uberblick von beachtenswerter Homogenitaét, was dem Leser 
besonders dort klar wird, wo diese ausnahmsweise fehlt. Wahrend die meisten 
Autoren ihr Forschungsgebiet in einen interriationalen Rahmen hineinstellen, be- 
vorzugen andere eine streng national begrenzte Darstellung, was sich bei dem 
vorliegenden Werk zweifellos rechtfertigen 1aBt, aber doch bei dem mit der 
Materie nicht vollig vertrauten Leser leicht zu MiSverstandnissen fiihren kann. 
Diese verschwinden jedoch, wenn man das Werk als das betrachtet, was es in 
Wirklichkeit ist: eine Darstellung der Entwicklung einer Wissenschaft in einer 
bestimmten Zeit und in einem begrenzten Raum, also ein geschichtliches Werk. 

M. Waldmeier 


Band 21 und 22: Biophysik, Teil I und II. Herausgegeben von B. RAJEwsky 
und M. ScH6n (Wiesbaden 1948, 1949). Teil I: 257 Seiten; Teil II: 411 Seiten. 


Teil I unter Mitarbeit von H. BAUER, M. DORNEICH, W. DREBLOW, H. FRIED- 
RICH-FRESKA, U. HENSCHKE, R. JAEGER, G. KaHLAN, A. KREBS, H. KREFFT, 
H. LANGENDORFF, W. LUTHER, H.MutTH, H. SCHAEFER, A. SCHRAUB, R. SCHULZE 
und K. SOMMERMEYER. 

Teil II unter Mitarbeit von H. AutrumM, K. BUTTNER, H. DANZER, H.DAN- 
NENBERG, W. DREBLOW, O. ERBACHER, W. FRIEDRICH, H. FRIEDRICH-FRESKA, 
J. GAEBELER, H.Grar, U.HINTZELMANN, P. JORDAN, A. Kress, A. E. H. 
MEYER, H. Mutu, J. PAtzo_p, G. PIcKARSkI, R. POHLMANN, M. RUEHL STANIS- 
LAUS, B. DE RUDDER, H. SCHAEFER, H.v. SCHELLING, A. SCHRAUB, G. SCHU- 
BERT, H. ScHwan, E. O. SrEitz, R. StTAcHOWraAcK, R. TEUCHER und L. WENDT. 

Die vorliegenden zwei Bande geben eine Ubersicht tiber ein Grenzgebiet, iiber 
dessen Ausdehnung und Auswirkung auf andere Gebiete man verschiedener Mei- 
nung sein kann. Wie weit die Verwendung physikalischer MeBmethoden in der 
Biologie zur biologischen Technik oder zur Biophysik zu rechnen ist und wie weit 
die Ubertragung theoretisch-physikalischer Prinzipien auf biologische Probleme 
als «biophysikalisches» oder biologisch eigenstes Gedankengut zu bezeichnen ist, 
dariiber laBt sich streiten. Wie immer wird aber die initiale Abgrenzung eines 
neuen Gebietes schlieBlich zur Ausweitung des Hauptfaches fiihren (in diesem 
Fall der Biologie) und dann als Unterabteilung in diesem Fach aufgehen. Vor- 
laufig beansprucht die Biophysik noch eine eigene Lebensberechtigung, und das 
geht auch aus den zwoélf Kapiteln der Berichte hervor. Im ersten Band sind die 
in die Kriegszeit fallenden Arbeiten iiber die Quantenphysik und Statistik in der 
Biologie, die biologischen Strahlenwirkungen, Strahlenschadigungen und den 
Strahlenschutz nebst gesonderter Behandlung der Dosimetrie behandelt, also im 
Prinzip die aus der Wechselwirkung zwischen Strahlungsenergie und lebendem 
Objekt sich ergebenden Fragen. Die Treffertheorie, die Frage der Erzeugung von 
Mutationen und die sich aus den Strahlenwirkungen ergebenden Fragen des 
Schutzes stehen begreiflicherweise im Vordergrund der Betrachtung. Die Dar- 
stellung ist knapp und prazis und hat vor allem als Schliissel zur Auffindung der 
Originalarbeiten eine besondere Bedeutung. 

Im zweiten Band kommen dann die Wirkungen hochfrequenter AuBenfelder, 
die im lebenden Koérper erzeugten elektrischen Stréme, die Sinneswahrnehmun- 


Vol. II, 1951 Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 415 


gen und die physikalischen Methoden und Hilfsmittel in der biologischen und 
medizinischen Forschung zur Besprechung. Ein besonderes Kapitel ist der Bio- 
klimatologie und der Balneologie gewidmet. Die Kapitel tiber die Verwendung 
radioaktiver Isotopen und die Anwendung des Elektronenmikroskops sind in- 
sofern unbefriedigend, als hier die fehlende Bezugnahme auf das, was gleichzeitig 
in den auBerdeutschen Landern gemacht wurde, besonders bemerkbar wird. Man 
mu8 diese Berichte eben als das lesen, als was sie in Auftrag gegeben wurden, 
namlich als Bericht iiber die deutsche Forschung in den Kriegsjahren. In dieser 
Hinsicht vermitteln sie ein zuverlassiges und sorefaltig zusammengestelltes Bild. 

A.von Muralt 


Band 30: Physikalische Chemie, herausgegeben von Kaus Ciusius (Wies- 
baden 1948), 270 Seiten. 


Band 32 und 33: Metallkunde der Nichteisenmetalle, Teil I und II. Herausge- 
geben von Max HANSEN (Wiesbaden 1948). Teil I: 207 Seiten; Teil II: 171 Seiten. 


Diese sehr wertvollen Zusammenstellungen, die tiber Forschungen in Deutsch- 
land wahrend des Zweiten Weltkrieges Auskunft geben, dienen der Uberbriickung 
einer Zeit, die dem Austausch wissenschaftlichen Gedankengutes wenig f6rder- 
lich war. Dadurch, daB hervorragende Forscher Sachgebiete als Ganzes darzu- 
stellen bemitiht waren, erh6ht sich der Nutzen der Publikationen. 

Aus Band 30 seien erwahnt: G. DicKEL, Trennung inaktiver Isotopen, Ther- 
modiffusion und Diffusionsthermik, spezifische Warme von Gasen, Adsorption 
und Desorption. — K. CLusius, Spezifische Warme und W4armeinhalt des Fest- 
K6rpers. — H. Vorkmann, H. A. Stuart, H. ERBRING, G. V. ScHuLz, Studien 
uber Flissigkeitsstrukturen, Oberflachen- und Grenzspannung, tiber Makro- 
molektle, Kolloidchemie, Kettenreaktionen und Polymerisationen. 

Sehr groB ist der Mitarbeiterstab der Bande 32 und 33. Es wird tber Er- 
zeugung und Raffination sowie Eigenschaften und Verarbeitung der Elemente 
ieee, Mow Ady Ty, Zr, 0b, Uy) Mn Ni, Cu, Zn, ‘Cd, In, TE i. 1D, Sb berichtet. 
Eingehend sind die Legierungen der Leichtmetalle behandelt. Uber Pulvermetall- 


urgie und Sinterwerkstoffe referieren H. BERNSTORFF und G., WASSERMANN. 
P. Niggli 


Analytische Geometrie. Von Dr. GERHARD ENGEL (Verlag Walter de Gruy- 
ter & Co., Berlin 1950). 239 S., 114 Abb.; DM 18.—. 


Das vorliegende Werk setzt sich zum Ziel, eine Verbindung herzustellen 
zwischen der mittelschulmaBigen Darstellung der analytischen Geometrie und 
ihrer Behandlung auf der Hochschule. Der Verfasser geht von der elementaren 
Darstellungsweise der Mittelschule aus und gibt erst am Schlusse einen Uberblick 
iiber den Vektor- und Matrizenkalkiil. In den iiblichen Kapiteln tiber analytische 
Geometrie der Ebene und des Raumes sind zahlreiche weiterreichende Bemer- 
kungen eingeflochten, wie etwa iiber Determinanten, tuber die allgemeineren 
seradentreuen Abbildungen sowie tiber das Auftreten des Imagindren in der Geo- 
metrie. Um dem Leser ein Gefiihl des festen Bodens zu geben, sind zahlreiche 
jurchgerechnete numerische Beispiele in die einzelnen Kapitel eingefigt. - 

Am SchluB bringt der Verfasser noch einige Verallgemeinerungen des Koor- 
linatenbegriffs sowie eine Einteilung der Geometrie nach dem Gruppenprinzip. 

Das Biichlein ist sehr fliissig und tibersichtlich geschrieben und lést die Auf- 
abe einer Verbindung der elementaren und der hochschulmaSigen analytischen 
Seometrie in vorziiglicher Weise. M. Jeger 
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Einfiihrung in die analytische Geometrie. Von Prof. Dr. L. BIEBERBACH 
(Verlag fiir Wissenschaft und Fachbuch GmbH., Bielefeld 1950). 168 S., 43 Abb. ; 
DM 8.90. 

Immer mehr kommt der einfiihrenden Vorlesung iiber analytische Geometrie 
eine gewichtige Rolle bei der Einfiihrung des Studierenden in modernes mathe- 
matisches Denken zu. So ist es denn zu begriiBen, daB von BrEBERBACHS drei- 
bindigem Werk iiber die Theorie der linearen und quadratischen Gebilde in 
Ebene und Raum vorerst einmal der erste Band, Einfiihrung in die analytische 
Geometrie, neu erschienen ist. 

Die vorliegende vierte Auflage des ersten Bandes wurde neu bearbeitet; der 
Verfasser hat nur etwa einen Drittel des Textes unverandert aus der dritten Auf- 
lage iibernommen. Fiir diese Neubearbeitung waren vorwiegend didaktische Be- 
lange maBgebend, so daB die Auswahl des Stoffes nur wenig von derjenigen 
friiherer Auflagen abweicht. Stofflich neu ist einzig ein Anhang tiber die analyti- 
sche Geometrie des Kreises und der Kreisscharen. Daneben wurde noch das 
Register durch die Aufnahme historischer Notizen erweitert. 

Der erste Band von BIEBERBACHS Theorie der linearen und quadratischen 
Gebilde 1a8t bewuBt das stofflich Neue hinter dem methodisch Neuen zurtick- 
treten. An der Spitze steht die Darstellung der Vektorrechnung und des Matrizen- 
kalkiils. Ferner findet sich darin eine kurze und sehr elegante Theorie der Deter- 
minanten; der Verfasser fiihrt die 2-reihige Determinante mit Hilfe einer Volumen- 
funktion von » Vektoren im v-dimensionalen Raum ein. An dieser Stelle sowie 
spater im Abschnitt tiber Matrizen verlaBt das Biichlein den Rahmen des An- 
schaulichen, indem es fiir die Darstellung den m-dimensionalen affinen Raum 
zugrunde legt. Ein Abschnitt tiber die Einteilung der Geometrie nach dem Grup- 
penprinzip soll auf die beiden andern Bande, Projektive Geometrie und Héhere 
Geometrie, tiberleiten. 

Der Verfasser sieht von numerischen Beispielen ganz ab. Dagegen sind am 
Schlusse jedes Kapitels zahlreiche, die Theorie weiterfiihrende Beispiele einge- 
flochten, die dem Leser das Aufnehmen des Stoffes sehr erleichtern. 

Die Analytische Geometrie BIEBERBACHS ist ausgezeichnet geschrieben und 
darf ohne weiteres zu den Standardwerken iiber diesen Gegenstand gezahlt 
werden. M. Jeger 


Advanced Plane Geometry. By C. Zwikker (North-Holland Publishing 
Company, Amsterdam 1950). 299 pp., 273 figs; hfl. 20.—. : 


Fiir den Referenten war dieses Buch eine Uberraschung, und zwar sowohl 
seiner Art als auch seines Inhaltes nach. Von den iibrigen Biichern iiber ebene 
Geometrie ist das vorliegende sehr verschieden. Es enthalt, wie eine historische 
Notiz am Schlu8 nochmals ins Licht stellt, eine Weiterentwicklung der grund- 
legenden Arbeiten von CASPAR WESSEL, FRIEDRICH GAUSS und SIEBECK iiber die 
konsequente Verwendung der komplexen Ebene zur Behandlung der Aufgaben 
der ebenen Geometrie. Die Geraden und Kurven in dieser Ebene werden in der 
Form z= f(u) dargestellt, wobei z = x + 7 y die Koordinaten eines Punktes in 
dieser Ebene darstellt und w ein reeller Parameter ist. Die Funktion f ist komplex. 
Auf Geraden und Kurven, welche durch diese Gleichung dargestellt werden, 
konnen nun die iiblichen komplexen Transformationen w = {(z) angewandt wer- 
den. Die konsequente Anwendung dieser einfachen Hilfsmittel fiihrt zu einer 
ubersichtlichen und an vielen Orten viel klareren Behandlung fast saimtlicher 
Satze und Kurven der ebenen Geometrie als mit den iiblichen Mitteln. Ein Bild 
der behandelten Probleme wird durch folgende Zusammenstellung der Kapitel- 
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uberschriften vermittelt: Die Ebene. Die geometrische Deutung analytischer 
Operationen mit komplexen Zahlen. Die Gerade. Das Dreieck. Der Kreis. Alge- 
braische Kurven. Ellipse. Hyperbel. Parabel. Involuten, Evoluten und anti- 
kaustische Kurven. Pedalen und abgeleitete Kurven. Flachen- und andere Inte- 
grale. Enveloppen. Orthogonaltrajektorien. Unstetige Kurven. Spiralen. Lem- 
niskaten. Zykloiden. Epi- und Hypozykloiden. Kardioiden und Limacon. Profile 
von Zahnradern. Die einzelnen Kapitel sind sehr klar und fliissig geschrieben. 
An vielen Stellen gibt der Verfasser Ausblicke auf Probleme der angewandten 
Mathematik. Hierbei ist es kaum zu vermeiden, da®B die didaktische Reihenfolge 
an einigen Stellen durchbrochen werden mu8, was jedoch dem Gesamtinhalt 
-kaum schadet. Das Buch scheint namentlich fiir Elektroingenieure, die sich mit 
der Ortskurventheorie von héherem Standpunkte aus vertraut machen wollen, 
auBerordentlich interessant. Aber auch der angewandte Mathematiker und viel- 
leicht sogar der reine Mathematiker diirften in diesem Buch manches finden, das 
Anregungen und Ausblicke auf weitere Probleme vermittelt. Allen diesen Kreisen 
sei das Werk warmstens empfohlen. M. Strutt 


Integrieren mit dem Integraphen Coradi. Von Dr. H. Scuitt (H. Boniger, 
Ziirich 1950). 46 S., sFr. 4.50. 


Mathematische Instrumente kénnen nur dann wirtschaftlich betrieben wer- 
den, wenn ihre haufige Beniitzung sichergestellt ist. Dies setzt bei vielseitig ver- 
wendbaren Instrumenten eine ausreichende Kenntnis ihrer Méglichkeiten voraus. 
Der Verfasser hat sich die dankbare Aufgabe gestellt, fiir den bisher viel zu wenig 
beachteten Integraphen eine Auswahl der wichtigsten Anwendungsbeispiele zu- 
sammenzustellen. Dabei fiihrt er neben den klassischen Aufgaben (Bestimmung 
einey Flache und ihrer Momente von der Form i y” dx; Bestimmung des Deviations- 
momentes und hiherey gemischter Momente von der Form f[ x y" df; Bestimmung 
dev Querkrafte, Biegemomente und der elastischen Linie eines belasteten Stabes; Be- 
stimmung der Tragheitsmomente von Rotationskorpern) einige praktisch wichtige 
Falle an, die weniger allgemein bekannt sein diirften. So die Lésung algebraischer 
Gleichungen beliebigen Grades, die Ermittlung von Linienintegralen und die Fehler- 
vechnung. Die Lektiire gibt nicht nur die Ableitungen und « Kochrezepte» fiir die 
erwahnten Aufgaben, sondern regt auch zum weiteren Ausbau der durch die Viel- 
seitigkeit des Instrumentes gegebenen Moglichkeiten an. Obwohl das Buch nur 
von einer bestimmten Integraphenbauart ausgeht, die ausfiihrlich beschrieben 
wird, laBt sich der umfangreiche mathematische Teil weitgehend auf Integraphen 
beliebiger Konstruktion anwenden. Th. Evismann 


Technische Schwingungslehre, Band 1: Einfache Schwinger und 
SchwingungsmeBgerate. Von Kari Kiorrer (Springer-Verlag, Berlin 1951). 
399 S., 360 Abb.; DM 46.50. 

Das Buch ist die erweiterte zweite Auflage des 1938 vom Verfasser heraus- 
gegebenen ersten Bandes seiner Einfihrung in die technische Schwingungslehre. 
Aus dieser Einfiihrung ist ein Lehrbuch des Schwingers mit einem Freiheitsgrad 
geworden, das mit seiner ausfiihrlichen Bibliographie schon weitgehend Hand- 
buchcharakter im besten Sinne des Wortes hat und damit einem wirklichen Be- 
diirfnis entgegenkommt. 

Sehr ausfiihrlich wird der Schwinger mit gerader Kennlinie unter den ver- 
schiedensten Stor- und Dampfungskraften behandelt. Zwei weitere Kapitel sind 
den nichtlinearen (pseudoharmonischen) Schwingungen und eines dem rheo- 
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linearen (quasiharmonischen) Schwinger gewidmet, wahrend die selbsterregten 
Schwingungen nur kurz erwahnt werden. Ein besonderes Kapitel enthalt die 
iiberarbeitete Fassung einer Schrift, die der Verfasser 1943 uber Schwingungs- 
messung und -meBgeradte herausgegeben hat. 

Das Buch zeichnet sich durch eine strenge Systematik, durch sorgfaltige Be- 
eriffsbestimmungen und nicht zuletzt dadurch aus, daB der Stoff an einer groBen 
Zahl von Beispielen illustriert und dem Leser nahegebracht wird. Wenn es Wiin- 
sche offenlaBt, dann vor allem den, daB gelegentlich auch der lange erwartete 
zweite Band iiber Systeme mit mehr als einem Freiheitsgrad erscheinen moge. 

H. Ziegler 


Negative Ions. By H.S. W. Massey (Cambridge University Press, Cam- 
bridge 1950). 136 pp., 31 figs; £—/12/6. 

Dieses Bandchen der Serie «Cambridge Monographs on Physics» ist eine zweite, 
auf den neuesten Stand gebrachte Auflage einer 1937 erschienenen Monographie 
iiber negative Ionen. Der Autor beschrankt sich auf das Gebiet der eigentlichen 
negativen Atom- und Molekiilionen, wie sie vorzugsweise in Gasen geringen 
Druckes auftreten, unter Ausschlu8 von komplexen Ionen und von fliissigen oder 
festen Medien. Mathematische Hilfsmittel werden sparsam verwendet, dafiir sind 
die zugrunde liegenden physikalischen Vorgange eingehend und klar dargestellt, 
ebenso die auf diesem Gebiet besonders schwierige MeBtechnik. Dieser Umstand 
mag, neben der geringen technischen Bedeutung, verantwortlich sein fiir die 
groBen Liicken in der Kenntnis der negativen Ionen. Ihre erst kiirzlich erkannte 
wichtige Rolle in der Sonnen- und Sternatmosphare sowie der Ionosphare wird 
im vollig umgearbeiteten letzten Kapitel erdrtert. Die wichtigsten Arbeiten des 
Gebietes sind in einer Bibliographie zusammengestellt. W. Ziintt 


Differential Equations. By H. B. Purvvips (John Wiley & Sons, New York 
1951). 149 pp., $3.00. 


Der Autor behandelt in vier Kapiteln etwa das Pensum einer Vorlesung iiber 
gewohnliche Differentialgleichungen fiir Ingenieure: 1. Separable Gleichungen 
erster Ordnung; 2. Andere Gleichungen erster Ordnung (insbeson dere exakte und 
homogene Gleichungen); 3. Spezielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
(insbesondere x-freie und andere integrable Typen); 4. Lineare Differentialglei- 
chungen beliebiger Ordnung mit konstanten Koeffizienten. : 

Zahlreiche Beispiele sind zur Erlauterung in den Text eingefiigt, auBerdem 
enthalt jedes Kapitel eine reiche Auswahl von Ubungsaufgaben. H. Rutishauser 


Synthesis of Electronic Computing and Control Circuits. By the Staff 
of the Computation Laboratory (Harvard University Press, Cambridge, USA., 
1951); 278 pp, 150 figs.; $8.00. 

Die Notwendigkeit eines geeigneten Kalkiils als Hilfsmittel beim Entwurf von 
Schaltungen fiir elektronische digitale Rechengerate und verwandte Anwendun- 
gen wird immer dringender; die bisherigen Publikationen geben aber gréBtenteils 
nur elementare Hinweise oder beschranken sich auf theoretische Studien. 

Das vorliegende Werk (Band 27 der “Annals of the Computation Laboratory 
of Harvard University’’) beschreibt nun erstmals ein vollstandig ausgearbeitetes, 
durch zahlreiche Beispiele erlautertes Verfahren zum Entwurf von Schaltungen, 
deren Verhalten in logistischer Form vorgeschrieben ist. Es handelt sich um das 
Problem, eine vorgegebene Funktion von mehreren Variablen elektrisch zu reali- 
sieren, wobei die Veranderlichen nur zwei verschiedene Werte annehmen kénnen. 
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Die Verfasser (im wesentlichen H. H. AIKEN) fiihren nach einer Erlauterung 
der verwendeten elektrischen Grundelemente (Schaltungen mit Vakuumrohren) 
und ihrer Arbeitsweise in die Behandlung der Funktionen mit mehreren Variablen 
ein. Daraufhin wird ein mit «Minimizing» bezeichnetes, bemerkenswertes Ver- 
fahren angegeben, welches mit Hilfe vorbereiteter Tabellen die Méglichkeit gibt, 
eine gegebene Funktion mit minimalem Materialaufwand zu verwirklichen. In 
einem nachsten Abschnitt werden der sogenannte Flip-Flop (Trigger Pair) und 
verwandte Schaltungen in die Formalistik einbezogen, und es werden Moglich- 
keiten fiir die Einfiihrung der Zeit als weitere Variable angedeutet. Nach einer 
Behandlung der verschiedenen Verfahren zur digitalen Darstellung von Zahlen 
wird schlieBlich das Problem des Multiplikators fiir zwei mehrstellige Zahlen als 
komplizierteste, systematisch noch zu lésende Aufgabe aufgegriffen und ausfiihr- 
lich behandelt. — Der Anhang gibt eine Tabelle simtlicher méglicher Funktio- 
nen mit vier Variablen nebst ihrer Darstellung. — Durchwegs werden nicht nur 
die Schaltungen mit gittergesteuerten Roéhren, sondern auch solche mit Gleich- 
richtern in Beriicksichtigung gezogen. Dagegen ist der Anschlu8 an Anordnungen 
mit elektromagnetischen Relais nicht durchgefiihrt, obwohl die Verwendung des 
Kalkiils auch dort von Nutzen ware. 

Das Werk ist offensichtlich aus praktischen Bediirfnissen entstanden und 
dementsprechend fiir praktische Verwendung bestens geeignet. Es kann jedem, 
der mit dem Entwurf digitaler elektronischer Schaltungen in Beriihrung kommt, 
als Handbuch empfohlen werden. Like 12, Sy QEOSAr 


_ Grundri®B der allgemeinen und physikalischen Chemie. Von W. Frtr- 
KNECHT (Reinhardt-Verlag, Basel 1950). 302 S., 78 Abb.; sFr. 6.40. 


Wenn der Verfasser dieses als Einfiihrung gedachten Werkes im Vorwort der 
Erwartung Ausdruck gibt, daB es auch geeignet sein diirfte, alteren Chemikern 
den Zugang zu den neueren Entwicklungen der grundlegenden theoretischen 
Auffassungen ihres Fachgebietes zu erleichtern, sieht er, vor allem auch was die 
Bediirfnisfrage betrifft, sicher richtig. Auch bei Vertretern benachbarter Fach- 
richtungen wird das Buch Freunde finden. Vor allem wird aber der Chemiestu- 
dierende der ersten Semester den Feitknechtschen GrundriB mit Nutzen als 
ersten Zugang zur physikalischen Chemie zu Hilfe nehmen, denn bereits in den 
einfiihrenden Chemievorlesungen ist ein volles Verstaéndnis ohne einige Kenntnis 
der wichtigsten physikalisch-chemischen GesetzmaBigkeiten nicht denkbar, wah- 
rend aber das systematische Studium der physikalischen Chemie in der Regel 
erst spdter einsetzt. Ein kurzes Buch, wie das vorliegende, konzentriert und 
doch leicht lesbar, noch nicht allzu beschwert mit dem niathematischen Apparat 
der gréBeren Darstellungen, kann hier vorziigliche Vorbereitungs- und Uberbriik- 
kungsarbeit leisten. 

Der Autor ist sich der Gefahren einer Grundri®darstellung von so beschrank- 
tem Umfange voll bewuBt, die darin liegen, daB den Formulierungen, vom Leser 
aus gesehen, nicht selten eine groBere Allgemeinheit zuzukommen scheint, als 
vom Verfasser beabsichtigt sein kann, weil dieser es sich oft versagen muB, im 
Buche durch ausfiihrliche «Randwert»-Betrachtungen die Giiltigkeitsbereiche 
scharf abzugrenzen. 

Es wird immer auch eine Ermessensfrage bleiben, wie weit man zugunsten 
siner kurzen und einfachen Darstellung auf «Scharfe» verzichten darf. Der Ver- 
fasser hat hier einen guten Blick fiir das ZweckmaBige und Tragbare. Trotedem 
wird man nicht iiberall mit ihm einiggehen, wird in einzelnen Punkten doch eine 
r6Bere Prazision fordern, so zum Beispiel auf S. 118 beziiglich der Bemerkung 
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iiber Entropie zu Formel 15; auf S. 127, Formel 5, wo man durch Verwendung 
von AF® statt AF auf die Standardisierung der Drucke hingewiesen sehen 
mochte; auf der gleichen Seite 127, wo die Ableitung des Massenwirkungsgesetzes 
doch zu stark vereinfacht erscheint; im Abschnitt «Lésungen», wo,man das 
Nernstsche Verteilungsgesetz vermiBt; im Abschnitt «Chemische Kinetik», wo die 
Begriffe Ordnung und Molekularitét noch scharfer abgegrenzt werden konnten, 

Diese Aussetzungen kénnen den Wert des Buches, das die wesentlichen 
- Themen der klassischen physikalischen Chemie umfaBt, dazu aber tiberall moderne 
Ergebnisse der Thermodynamik, der Atom- und Molekularphysik eingearbeitet 
enthalt, nicht beeintrachtigen. G. Triimpler 


Theory of the Interior Ballistics of Guns. By J. CoRNER (John Wiley 
& Sons, Inc., New York 1950). 443 pp., 71 figs; $8.00. 


Die bekannten Lehrbiicher iiber innere Ballistik von CRaNnz und SuGotT stam- 
men aus den Jahren 1926 und 1928 und orientieren tiber den damalige Stand der 
innern Ballistik. Das Geschiitz wurde als einfache Warmekraftmaschine betrach- 
tat, und damit lieB sich das klassische Problem, bei gegebenen Geschiitz- und 
GeschoBdaten und gegebener Ladung die Miindungsgeschwindigkeit sowie den 
maximalen Gasdruck zu berechnen, lésen. Seither wurden wesentlich neue MeB- 
methoden entwickelt, welche die Kompliziertheit der Vorgange im Geschiitzrohr 
aufdeckten und die urspriinglichen Ideen auf den Stand empirischer Approxima- 
tionen zurtickfiihrten. Neuerdings wird versucht, die Gasdynamik auf gewisse 
Probleme der innern Ballistik anzuwenden; vorlaufig sind aber die Aussichten fiir 
die Anwendbarkeit der theoretischen Untersuchungen auf die Praxis noch sehr 
gering. 

Es ist sehr zu begriiBen, daB Dr. CoRNER, Research Scientist, British Ministry 
of Supply, ein neues Lehrbuch iiber die Theorie der innern Ballistik der Geschiitze 
herausgegeben hat. Das vorliegende Buch stellt das nicht immer leicht zu iiber- 
blickende Gebiet in zusammenhangender Form dar und vereinigt in gliicklicher 
Weise das Beste der klassischen mit den neuen, fiir die innere Ballistik maB- 
gebenden Methoden, wobei das Wesentliche veranschaulicht und im Detail dis- 
kutiert wird. 

Das erste Kapitel enthalt einen Uberblick iiber die Probleme der inneren 
Ballistik, im zweiten werden die Treibmittel, deren Verbrennung und die Form- 
funktion behandelt, im dritten Kapitel die Thermochemie der Treibmittel. Im 
vierten Kapitel sind die einfachen innerballistischen Methoden erlautert, und an 
Beispielen wird gezeigt, was von diesen Methoden erwartet werden darf, wihrend 
den eingehenderen Methoden, die mit den Namen CHARBONNIER und SuGor ver- 
knupft sind, das fiinfte Kapitel gewidmet ist. Die Theorie der optimalen ballisti- 
schen Daten von Geschiitz und Ladung ist im sechsten Kapitel zusammengestellt. 
Die innere Ballistik der neuen Geschiitztypen, des riickstoBfreien Geschiitzes, der 
Hoch- und Niederdruckkanone und des konischen Laufes ist in den Kapiteln 
sieben und acht enthalten. Das neunte Kapitel ist dem hydrodynamischen Pro- 
blem, das zehnte dem Wirmeiibergang im Geschiitzrohr gewidmet. 

Die absolut souverane Beherrschung des Stoffes zieht sich wie ein roter Faden 
durch das ganze vorziigliche Buch. Das vorliegende Buch wird von jedem, der 


sich mit innerer Ballistik beschaftigt, mit gr68tem Gewinn studiert und mu8 
bestens empfohlen werden. W. Stutz 


DAS NEUE 
MIKROTOM 
FUR DIE 
ELEKTRONEN- 
MIKROSKOPIE 


erzeugt erstmals regelmaBige 
Schnittbander von 0,05-1 w 


und ist unempfindlich gegen 


Erschitterungen. 
Pn us on 
TRUB, TAUBER & CO.AG., ZURICH 
Fabrik elektrischer MeRinstrumente und wissenschaftlicher Apparate 
AE SE DT 


Neuerscheinung 


ANDREAS SPEISER, Professor an der Universitat Basel 


Elemente der Philosophie und Mathematik 


Eine Anleitung zum inhaltlichen Denken 
116 Seiten. Ganzleinen Fr. 11.45 


1. Praludium. In diesem wird gezeigt, wie in der Philosophie eine Erfindungsmethode 
erforderlich ist und wie die Systematik seit Plato auf der Aufstellung und Ausdeutung 
einer Formel beruht. 

2. Die Fuge. Im AnschluB an Hegels Logik als dem letzten und vollstandigsten Versuch 
wird der von Fichte aufgestellte sechsteilige Operator vierstimmig durchgeftthrt. Vom 
Sein gelangt man tiber das Wesen zum Begriff. Es werden die Grundbegriffe der Philoso- 
phie und der Mathematik, in letzterer vor allem die Zahlen, daB Kontinuum, die Funk- 
tion, die Bewegung, in ersterer das Urteil und der SchluB sowie das Objekt durch- 
konstruiert. 

Dieser kurze Leitfaden wendet sich an alle diejenigen, welche sich ftir die Grundlagen 
im weitesten Sinne interessieren, und er gibt eine Anleitung zur Technik des Denkens, 
die sich jeder aneignen soll, der sich mit diesen Fragen befaBt. 
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Werke der reinen und angewandten Mathematik und Physik 


Mathematik 


B1eBERBACH, L.: Theorie der geometrischen Konstruktionen, erscheint 1952 
Caratutopory, C.: Funktionentheorie in zwei Banden Band I geb. Fr. 39.50 
: Band II geb. Fr. 27.05 
CaratHtopory, C.: MaB und Integral und ihre Algebraisierung, erscheint 1952. 
Doetscn, G.: Handbuch der Laplace-Transformation. Band I: Die theoretischen 


Grundlagen der Laplace-Transformation ....... - . » ogeb: Fr..83.20 
Finster, P.: Kurven und Flachen in allgemeinen Raumen .. .  geb. Fr. 15.40 
Furter, R.: Analytische Geometrie der Ebene und des Raumes_ ._ geb. Fr. 24.95 
Herrmann, H.: Ubungen zur projektiven Geometrie ..... . geb. Fr. 17.— 
Hurwitz, A.: Mathematische Werke, 2 Bande ....... . geb.je Fr. 54.10 
Liyper,A.: Statistische Methoden, 2. Auflage 1951... . . . geb. Fr, 31.20 


Locuer-Ernst, L.: Differential- und Wali sacra im Hinblick auf ihre An-- 


wendung. . . geb. Fr. 49.90 
OstTROWSKI,A.: orlecumeee iaher Diff.- u. Tnteeyabechnns "Band I geb. Fr. 56.15 
Band II_ geb. Fr. 69.70 

ScnLAr ii, L.: Gesammelte mathematische Abhandlungen, BandI . geb. Fr. 56.15 


STrEFEL, E.: Lehrbuch der darstellenden Geometrie. . . . geb. Fr. 29.65 
VoELKER,D., Doetscu, G.: Die zweidimensionale Laplace-Transii geb. Fr. 47.85 
Zwincoi,E.: Versicherungsmathematik . >... . . ..4 ~. =) geb. Bessi-20 


Physik und Aostronomie 


Gompas, P.: Theorie und Lésungsmethoden des Mehrteilchenproblems der Wellen- 


Inechanile. ie ae 6: ete = BEDE TIS Se 
NIETHAMMER,Tu.: Die eenauen Methoden. der astronomisch- -geographischen Orts- 
bestimmung. . . . + 2 = geb. Fric6:4oi 


VON DER PAHLEN,E.: Bintobroas | in n did Dynamikve von  Sternsystemen geb. Fr. 39.50 
WALDMEIER,M.: Einfiihrung in die Astrophysik ....... . geb. Fr. 49.40 
WALDMEIER, M.: Tabellen zur heliographischen Ortsbestimmung . geb. Fr. 14.55 


WALDMEIER, M.: Die Sonnenkorona, BandI ... . oe ee SODE BES LITO. 
KonereSberioht der Internationalen Konferenz tiber ernphyaik und theoretische 
Physik, Basel 1949. 248 S. mit vielen Illustrationen. Broschiert Fr. 16.65 


Ingenteurwissenschaflen 


Bopea,E.: Giorgis rationales MKS-MaBsystem. Broschiert. . . . Fr. 28.10 
GOLDSTEIN, J.: Die MeBwandler, erscheint 1952. * 
JArEGER,Cu.: Technische Hydraulik . ss WU ts of sy BOONES 52.- —_— 
KUHLMANN, K.: Theoretische Elektrotechnik. Baid Il: Grundsiige der Theorie der 
Wechselstréme und des einphasigen Transformators. . . . . . geb. Fr. 27.55 
Band III: Grundziige der Theorie elektrischer Maschinen. . .  geb. Fr. 79.05 
_ Metssner,E., und Zimcier, H.:; Mechanik. Band I: Statik der starren, fliissigen und 
elastischen K6érper. . . Denys se) aay ot ees | LC Dene 
Band II: Dynamik der ctectent Kérper & Ge nn + ool ean woe RED, Ebeos-oo 


Band III: Dynamik der Systeme, erscheint 1951 
Micnarx, W.: Ortskurvengeometrie in der komplexen Zahlenebene — geb. Fr. 13.50 


SANGER, R.: Ballistische Stérungstheorie . ,........ . geb. Fr. 15.10 
StUssi, R.: Vorlesungen iiber Baustatik, BandI......... geb. Fr. 40.05 
Rusreruo1z,A.: Elektronenoptik, BandI: Grundziige . . . . . . geb. Fr. 31.20 
RicuTer, R.: Eléktrische Maschinen, BandI.:........ geb. Fr. 49.40 
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